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Resumen historico de .

las grandes etapas de la
matematica

"La geometria y las discipliha;;
S '~ anexas

Fechas

" Teoria de los ntimeros dlgebra

Los babilonios: Calculo de superficies y de
voliimenes; sistemnas de unidades de medi-
da, aproximacién n=3; relacién de Pitdgoras
(no demostrada, pero "calculada”).

Conocimientos métricos rudimentarios.

THALES de Mileto, fundador tradicional
de la geometria.

PITAGORAS vy los pitagéricos: "El mun-
do esta regido por los mimeros"; arte de
la demostracién; teorema llarnado "de
Pitagoras" (el cuadrado de la hipotenusa
es igual a la suma de los cuadrados de
los catetos).

HIPOCRATES de Quios: Problemas rela-
tivos a la cuadratura de las lunulas y a la
duplicacién del cubo de arista dada.
Primera tentativa de recopilacién del sa-
ber geométrico en los Elernentos.
ANAXAGORAS: perspectiva.

HIPASOS de Metaponte (hacia 460): qui-
zas el verdadero autor del "Teorema de
Pitdgoras”. Se le atribuye la construccién
del pentagono y del dodecaedro regular.

3000 a.n.e. Tabletas
cuneiformes.

Hacia 1600 a.n.e.
Papiro de Rhind
(Egipto).

Fin Siglo VIII - princi-
pios Siglo Via.n.e.

550-450 a.n.e.

SigloV a.n.e.

La numeracién sumeria (sexagesimal) y
el dlgebra (resolucién de ecuaciones de
12y 2° grado por los babilonios).

Establecimiento de correspondencias
entre conjuntos numéricos (nocién mo-
derna de funcién) por los babilonios.

Numeracion decimal por yuxtaposicion;
notacién de fracciones.

Aritmogeometria de los pitagoricos. Irra-
cionalidad de ¥ 2; inconmensurables en-
tre ellas (consecuencia del teorema de
Pitagoras).

TEODORO de Cirene, el nfatematico:
descubrimiento de la irracionalidad de:
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428 ane. Nacimlentode Platon

HIPIAS de Elis descubre la cuadratriz.

ARQUITAS de Tarento (hacia 430-360
a.n.e.): duplicacion del cubo.

PLATON (428-348/7 a.n.e.): Filosofia de
las matemaéticas ("los cinco cuerpos pla-
ténicos" son los cinco poliedros regulares
cuya inscripcién es posible en la esfera).

EUDOXO de Cnido (hacia 406-355 a.n.e.):
geometria del espacio; teoria de las pro-
porciones y de la semejanza; método de
exhaustién (antepasado del célculo dife-
rencial).

ARISTOTELES (384-322 a.n.e.): Investi-
gaciones sobre el infinito y el continuo.
Parece ser que fue el primero en simboli-
zar las magnitudes que intervienen en los
razonamientos matematicos mediante
letras.

MENECMO (hacia 375-325 a.n.e.): Seccio-
nes cénicas: Otros geémetras del siglo IV:
Theudios de Magnesia, Leén, Leodaman-
te. Neé6clido, Amiclas de Heraclea, Filipo
de Medma, Aristeo, Autolico de Pitana.

EUCLIDES (hacia 315-235 a.n.e. en
Alejandria): Los Elementos (13 libros):
465 proposiciones: las cuales, 372 son
teoremas y 93 "problemas" que recapi-
tulan, metédicamente, todos los conoci-
mientos matemdticos de la Antigiedad
(tridngulos, semejanzas, proporciones,
areas, volimenes, construcciones, geo-
metria del espacio).

ARQUIMEDES (287-212 a.n.e.): cuadratu-
ra de la parabola; definicién del nimero
7 (método de los isoperimetros); areas y
volimenes de los cuerpos redondos; es-
tudios sobre la espiral, las tangentes, los
poliedros semirregulares, etc.

Siglo IV a.n.e.

Siglo lli a.n.e.

Teoria de los nimeros: ARQUITAS ha
enunciado la imposibilidad de encon-
trar un nimero entero como media

geométrica entre dos nimeros en la razén
n

n+l

TEETETES (hacia 410-368 a.n.e.): Teoria
de los nGmeros; estudio de los irraciona-
les.

EUXODO: Teoria de las proporciones.

HERMOTIMO de Colofén: Continuacién
de los trabajos de Eudoxo y de Teetetes.

EUCLIDES: Teoria de los nimeros irra-
cionales.

ARQUIMEDES: Teoria de los nimeros;
sistema de numeracién por clase; des-
cubrimiento del célculo infinitesimal.
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Resumen histdrico

- APOLONIO de Pérgamo (hacia 262-180
"an.e.): Tratado de las cénicas (elipse, hi-
- pérbole, parabola).

- Otros matematicos del siglo IlI: Nicome-

" des (descubrimiento de la concoide),

_ Diocles (la cisoide para la duplicacién del
cubo), Perseo, Zenodoro.

HIPSICLES: Division del circulo en 360
grados.

HERON de Alejandria: La Metrika, com-
ptlacion sobre los métodos de medidas y
de calculos aproximados (raices cuadra-
das, cubicas).

MENELAO de Alejandria: Teorema de las
transversales; precursor de la trigonome-

- tria esférica.

4QAUDIO TOLOMEO (128-168; en
. Alejandria): Astronomo, gedgrafo, mate-
; matico, autor del Almagesto. Fundador
de la trigonometria, que utiliz6 para sus
' ; observaciones astronémicas {célculo de
¥ s lineas trigonométricas, férmulas de
: aicion, ete.).
, PORFIRIO (hacia 232-304): Explicacién
E de los Elementos de Euclides.
| JAMBLICO (hacia 283-330); PAPPO
;(comienzo del siglo IV): Problemas de
: geometria proyectiva; autor de las Co-
{ {;leca'ones matemdticas (recopilacién de
i problemas y proposiciones).
; PROCLO el Diadoco (410-485): Comenta-
¥ mios sobre los Elementos de Euclides.

EMLICIO (siglo VI): Comentarios e in-

! vestigaciones sobre las teorias de Eudoxo
relativas a las esferas homocéntricas.

&
1
Otros matematicos: Antemio de Tralles
fm. 534), Marino, Eutocio de Ascalén,
: {lsidoro de Mileto: compiladores, restau-

E
radores.

Siglo [ll-a.n.e.

Siglo [ d.n.e.

Siglo I

Siglo 1Ml y IV

Siglo Vy VI

APOLONIO: Notacién de los grandes nii-
meros; n=3,1416

HIPSICLES: Progresiones geométricas;
teoria de los nimeros.

HIPARCO (161-126 a.n.e.): Astrénomo,
utiliza las fracciones sexagesimales para
medir los dngulos (estas fracciones cons-
tituyen el origen de nuestros "grados”,
"minutos” y "segundos"); precursor de la
trigonometria.

NICOMACO de Gerasa: Infroduccion a la
Aritmética (que tendrd una gran influen-
cia en la Edad Media).

TEON de Esmirna (120-180): Exposicién
de los conocimientos matematicos Utiles

para la lectura de Platén. Desarrollo de
Je.

TEON de Alejandria (siglo IV): Calculo
con ayuda de fracciones sexagesimales
(grados, etc.), extraccién de raices cua-
dradas. Su hija, Hipatia (muerta en 415),
fue una matematica famosa.

DIOFANTE (hacia 325-410): Autor de las
Aritméticas. Teorema sobre la teoria de
los niimeros y, principalmente, teoria de
las ecuaciones de 1°y 2° grado (sin duda
inspirada en fuentes mesopotamicas).

DOMINUS de Larisa: Publica una Aritmé-
tica euclidiana.
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Lumbreras Editores Algebra

Siglo VII

Siglo IX

Siglo X

Siglo XI

Siglo XII

Kankah aporta a Bagdad en 766, el Siddhanta, del matematico hinda Brahmagupta, llamado
en arabe, el Sindhind.

Primeras traducciones importantes: de! Sindhind, por Ja'qub ibn Tariq (m. 796) y al-Fazari, del
Almagesto; por Muhammad ibn Katir al-Fargani (m. 833), conocido en la Edad Media con el
nombre de Alfraganus, de los Elementos de Euclides por al-Hajjaj.

Dominado por la obra de Muhammad ibn Musa al-Kharezmi (o al-Jwarizmi), de Bagdad: in-
troduccién de las matemnadticas indias, obra que trata de la resolucién de ecuaciones, titulada:
Al-djabr wa'l mukabala (Transposicién y reduccién), de donde se originara la palabra "algebra”
en Occidente; el nombre del autor dio origen a la palabra algebra.

Nuevas traducciones: Apolonio por al-Himsi (m. 883), el Almagesto y los Elementos por Tabit
ibn-Qurra (826-901), Geometria de Ahmed, Hazan y Muhammad Banu Musa (reanudacién de
las preocupaciones arquimedianas).

Siguen las traducciones, adornadas con comentarios; trabajos originales de al-Battani (877-
929), que substituye la nocién de cuerda, utilizada hasta entonces en trigonometria, por la de
seno y establece la formula fundamental de la trigonometria esférica; de Abu'l-Wafa, lamado
Albujjani (940-998), un persa, que perfecciond la trigonometria introduciendo las nociones de
tangente, cotangente, secante y cosecante.

Al-Karchi (m. 1029) publica un tratado de algebra sobre las ecuaciones del tipo ax’™+bx"=c.

Ibn al-Haytam al-Hazin (llamado Athazen, 987-1038), descubre la prueba del nueve. Al-Biruni
rehace el célculo de las tablas trigonométricas. Al-Hajjami (1044-1123) aborda las ecuaciones
del tercer grado utilizando las secciones cénicas y estudia los "postulados" euclidianos; dio,
también, la férmula general del binomio.

El poeta persa Omar Khayyam (m. hacia 1123) da ciertas soluciones geométricas para las
ecuaciones de segundo grado y una clasificacién importante de las ecuaciones. Al Tusi (1201-
1274) publica un tratado sobre los tridngulos rectdngulos y una traduccion de los Elemen-
tos. Después del siglo XlI, la ciencia "arabe" declina. El soberano Ulug Beg da unas Tablas
en las que 7 esta calculado con 16 decimales. Al-Kalcadi da un procedimiento de adicion
para 1P+2P+3P+ . +nP. El tltimo gran compilador fue Baha al -Din Muhammad al-Amili (1547-
1621).
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Resumen historico

1. Transmisién de la herencia griega y arabe, precisiones sobre la teoria de los nameros

(numeracién, simbolos, etc.)

Siglo XII | Gherardo de Cremona (1114-1187), traducciones de los matematicos arabes (y, a través de
ellos, de Euclides y de Tolomeo).

Fibonacci, lamado Leonardo Pisano (hacia 1175, después de 1240) introduce en Europa oc-
cidental cristiana los métodos de los matematicos arabes, su sisterna de numeracién y sus
conocimientos algebraicos (1° y 2° grados); estudia las propiedades de la serie 0, 1, 1, 2, 3, 5,
8, 13... (cada término es la suma de los dos términos que le preceden). Su obra lleva el titulo
de Liber abbaci.

Siglo XIII | Thomas Bradwardine (1290-1349), arzobispo de Canterbury, te6logo, se interesa en la geome-
tria "especulativa"y en el célculo, presiente la nocién de logaritmo.

. Siglo XIV | Nicolas de Oresme (1325-1382): introduce la representacién de un sistema de coordenadas
! segln dos ejes rectangulares.

| 1464 Regiomontano (1436-1476), astrénomo aleman, perfecciona la trigonometria plana y esférica

(su libro de Triangulis omnimodis, no se publicara hasta 1553, péstumamente).
;

l 1484 Nicolas Chuquet (1445-1500): Triparty sur la science des nombres; uso de los exponentes, regla
: de los signos (calculo algebraico); precursor de la nocién de logaritmo.

1489 Johann Widmann (S. XV), publica un tratado de aritmética, en el cual emplea, por vez primera,
de una forma sistemnatica, los signos +y -.

2. Los algebristas del Renacimiento: resolucién de las ecuaciones de 3° y 4° grado.

. 1510 Scipione del Ferro (1465-1526), solucién de la ecuacién x> +px=q.

1535 Niccold Fontana, llamado Tartaglia ("El tartamudo") redescubre el método de solucién de la ecuacién
x> 4+px=q, en ocasién de un torneo de matematicas, y comunica su descubrimiento a Cardano.

1545 Gerolamo Cardano (1501-1576) publica el Ars magna, tratado en el cual da la férmula general
de solucién de la ecuacion de tercer grado, llamada férmula de Cdrdano, utilizando el método
de Tartaglia.

1546 Tartaglia publica Questi e invenzioni diverse, que contiene la exposicion de su método de

tratamiento de las ecuaciones de tercer grado.
El aleman Adam Riese (hacia 1499-1559) introduce el signo. *

1550 El italiano Ludovico Ferrari (1522-1565), discipulo de Cardano, descubre el método de solucién
de las ecuaciones de cuarto grado.
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1579

1585

1591

Francois Viéte (1540-1603): Canon mathematicus, que da su forma definitiva a la trigonometria.

Simon Stevin, de Brujas (1548-1620) publica su Arithmetique introduccién de la notacién deci-
mal para las fracciones, intento de creacién de un sistema de unidades fundado en el sistema
decimal (precursor de nuestro sisterna métrico).

Viete: Isasoge in artemn analyticum. Empleo de letras para representar cantidades numéricas
(empleo de las vocales para representar las incognitas y de las consonantes para las cantida-
des conocidas), que permiten resumir todos los métodos de célculo (hasta entonces expresa-
dos laboriosamente) en férmulas algebraicas. Numerosos descubrimientos sobre la teoria de
los niimeros (aproximaciones, representacién del niimero n mediante un producto ilimitado
convergente). Tratamiento algebraico de los problemas de geometria.

Invencién de la geometria analitica (Descartes), del calculo diferencial-integral (Leibnitz y Newton), rena-
cimiento de la geometria pura (Desargues), teoria de los nimeros (Bernoulli, Pascal).

Algebra y teoria delos
= rmmef'os, céiculo'_“(‘_iq
_ ptobabilidades

* Anglisis

1625. Girard: Enunciado (sin
demostracién) del
fundamental del lgebra.

teorema

1651. Fermat: Idea sobre el
calculo de probabilidades.

1654. Pascal: Cdlculo de pro-
| babilidades.

1604. El astronomo Jost Burgi elabora los

fundamentos del cdlculo logaritmico.

1614. Neper (John Napier): Perfec-
cionamiento de la nocién de logarit-
mo y de las reglas de célculo (Mirifici
logarithmorum canonis descriptio).

1635. Cavalieri. Geometria de los indivi-
sibles; anuncia el cdlculo integral.

1636. Fermat: Estudio de los maximos y
de los minimos, método de las tangen-
tes; anuncia el calculo infinitesimal (dife-
rencial). Idea de la geometria analitica.

1655. Wallis: Arithmética infinitorum,

preludio del calculo integral. Férmula

deWallis: ® 224 2n
2 135 2n+1

Exponentes negativos y fraccionarios.

A principios del siglo XVII: La

ensefianza de la geometria
se imparte, principalmente a
partir del tratado de Clavius, a
quien se dio el sobrenombre
de "Euclides del Siglo XVI".

1637. Descartes: Invencién de
la geometria analitica (en el
tratado cuyo prefacio es el Dis-
curso del método).

1639. Pascal: Escribe (a los 16
aios) el Tratado sobre las c6-
nicas.

1642-1645: Trabajos de Desar-
gues, que constituyen la base
de la geometria proyectiva e
inauguran la geometria supe-

rior.
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Algebra

1579

1585

1591

Francois Viéte (1540-1603): Canon mathematicus, que da su forma definitiva a la trigonometria.

Simon Stevin, de Brujas (1548-1620) publica su Arithmetique introduccién de la notacién deci-
mal para las fracciones, intento de creacién de un sistema de unidades fundado en el sistema
decimal (precursor de nuestro sistema métrico).

Viete: Isasoge in artem analyticum. Empleo de letras para representar cantidades numéricas
(empleo de las vocales para representar las incégnitas y de las consonantes para las cantida-
des conocidas), que permiten resumir todos los métodos de calculo (hasta entonces expresa-
dos laboriosamente) en férmulas algebraicas. Numerosos descubrimientos sobre la teoria de
los nimeros (aproximaciones, representacién del nimero n mediante un producto ilimitado
convergente). Tratamiento algebraico de los problemas de geometria.

Invencién de la geometria analitica (Descartes), del calculo diferencial-integral (Leibnitz y Newton), rena-

cimiento de la geometria pura (Desargues), teoria de los niimeros (Bernoulli, Pascal).

:,élgébra'ytét_?ﬁa}de los
"’ ntmeros; -cii!cqlb de
i ~ptqbabili<\lhdes\, B

* Andlisis .

1625. Girard: Enunciado (sin
demostraciéon) del teorema

fundamental del dlgebra.

1651. Fermat: Idea sobre el
célculo de probabilidades.
1654. Pascal: Cdlculo de pro-
babilidades.

1604. El astrénomo Jost Burgi elabora los
fundamentos del cdlculo logaritmico.

1614. Neper (John Napier): Perfec-
cionamiento de la nocién de logarit-
mo y de las reglas de calculo (Mirifici
logarithmorum canonis descriptio).

1635. Cavalieri. Geometria de los indivi-
sibles; anuncia el célculo integral.

1636. Fermat: Estudio de los méximos y
de los minimos, método de las tangen-
tes; anuncia el cdlculo infinitesimal (dife-
rencial). Idea de la geometria analitica.

1655. Wallis: Arithmética infinitorum,

preludio del calculo integral. Férmula

de Wallis: £_224 2n
2 135 2n+l

Exponentes negativos y fraccionarios.

A principios del siglo XVII: La
ensefianza de la geometria
se imparte, principalmente a
partir del tratado de Clavius, a
quien se dio el sobrenombre
de "Euclides del Siglo XVI".

1637. Descartes: Invencién de
la geometria analitica (en el
tratado cuyo prefacio es el Dis-
curso del método),

1639. Pascal: Escribe (a los 16
anos) el Tratado sobre las c6-
nicas.

1642-1645: Trabajos de Desar-
gues, que conpstituyen la base
de la geometria proyectiva e
inauguran la geometria supe-
rior.
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Resumen histérico

1656. Ch. Huygens: Primer tra-
tado completo sobre el cdlculo
de probabilidades.

1656. Ultimo teorema de Fer-
mat: La ecuaciéon: x"+y"=z"
no tiene soluciones enteras
positivas para n>2.

1679. Publicacién péstuma de
las obras de Fermat.

* 1690. Rolle: Tratado de dige-
. bra (método de las cascadas

que permite encuadrar las rai-
: ces reales de ciertos tipos de
ecuaciones).

. 1690. Jacques Bernoulli: Cdl-

?culo de probabilidades (leyes

, de los grandes nameros, etc.)

| 1691, Leibniz; Teoria de las de-
terminantes.

1656. Pascal: Propiedades del tridngulo
aritmético (preliminar al calculo inte-
gral).

1661: Primeras ideas de Newton acerca
de la posibilidad de un célculo sobre los
infinitamente pequenos.

1672-1676: Leibniz inventa el célculo
diferencial e integral.

1684. Leibniz: Nuevo método para la
determinacién de los méaximos y de los

minimos.

1686. Newton: Calculo de las fluxiones
(calculo diferencial e integral: igual
método que Leibniz, notacién diferen-
te; descubrimiento independiente de
Leibniz, que Newton ignoraba).

1687. Newton: Principie philosophiae.

1690. Bernoulli: Célculo integral, (so-
lucion de ecuaciones diferenciales,
ecuaciones de Bernoulli).

1691. Teorema de Rolle: Una funcién no
puede anularse mas de una vez en el
intervalo que separa dos raices reales
consecutivas de su derivada.

1696. L'Hospital: Anélisis de los infinita-
mente pequefios paralainteligenciadelas
lineas curvas (aplicaciones geométricas
del andlisis). Regla de L'Hospital, el limite

1)

del cociente que toma la forma in-

0

determinada ~ 4 2 cuando:
0

f'(Xo)

X - Xg es 20x0)
[}

1656. Trabajos de Huygens so-
bre la cicloide.

1672. De la Hire: Nuevo méto-
do de geometria para las sec-
ciones cénicas.

1685. De la Hire: Secciones co-
nicas (desarrollo de la geome-
tria superior).

1690. Leibniz introduce la pa-
labra coordenadas.

1694. De la Hire: Memoria so-
bre las epicicloides.

www.FreeLibros.me
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Si se exceptdan algunos investigadores aislados, lamayoria de matematicos, en el siglo XVIII, explotaron
el genial descubrimiento de Leibniz y Newton: El céalculo diferencial e integral, que se convierte en
una herramienta excepcional para estudiar tantos objetos matematicos como las funciones de una
variable real, las curvas y sus propiedades geométricas, las probabilidades o la mecanica celeste.
Con el tiempo, los cientificos van perfeccionando el Analisis, sea inventando medios para simplificar

los célculos, sea precisando el rigor de sus definiciones y de sus razonamientos, con los trabajos
de Clairaut y de Legendre, se anuncia una geometria nueva. He aqui las etapas esenciales de este

periodo.

1713 Jacques Bernoulli: Ars conjectandi (p6stumo), sobre las "leyes del azar'".

1715 Taylor: Methodus incrementorum directa et inversa (Método de los "incrementos” directos e
inversos), en el que indica el desarrollo en serie de una funcién de una variable real (férmula
de Taylor):

By B h"
f(x+h)= f(x)+ﬂ f (x)+—2—'f (x)+...+—'f (x}+R,(x)
! ! n!
(R, es el resto de la férmula de Taylor).

1716 De Moivre: Doctrine of Chances, aplicaciones practicas del calculo de probabilidades; teore-
ma de las probabilidades compuestas.

1722 Resolucién de ecuaciones diferenciales de la forma
y'=f(x)+yg(x)+y2h(x) por Riccati.

1723 Primeros trabajos importantes del matematico suizo Euler, sobre las fracciones continuas
cuya abundante obra concierne a todos los aspectos del Analisis; los tratados de Euler sobre
el célculo diferencial e integral, sus innumerables memorias, articulos, etc.; proporcionaron
a los matematicos de los siglos XVHI y XIX un material cuya riqueza todavia es manifiesta en
nuestros dias.

1725 De Moivre: Annuities upon life.

1729 Clairaut: Recherches sur les courbes a double courbure.

1730 De Moivre introduce los niimeros imaginarios en trigonometria y establece la férmula de
Moivre: (cos@+isend)"=cosnf+isennd.

1733 Saccheri: Euclides ab omni naevo vindicatus. Saccheri es el primero en establecer un método
(que, por otra parte, no supo utilizar) para probar el valor del postulado de Euclides; es el
precursorde los geémetras no euclidianos del siglo siguiente. [

18
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Resumen histérico

1744

1748

1750

1755

1760

1766

1770

1788

1794

1797-1799

1798

1800

Euler: Primera exposicion del calculo de variaciones. El problema que se plantea (y que re-
solvera Lagrange) es el siguiente: c6mo calcular la variacién &/ de ciertos tipos de integrales
en las que figura la funcién y(x), en la hipétesis en que esta funcién varie a su vez 8y.

Euler: Introduction d F'analyse des infiniment petits. Este tratado es la obra mas importante de
Euler; hace de la teoria de las funciones y de su tratamiento mediante el cdlculo diferencial e
integral, la pieza maestra del Andlisis.

Cramer: Introduction d l'etude des courbes algébriques (uno de los primeros tratados de geo-
metria analitica); método de resolucién de un sistema de ecuaciones de primer grado (mé-
todo de Cramer) mediante el empleo de determinantes.

Euler: Instituciones calculi differentialis.

Landen: Trabajos sobre integrales elipticas.

Monge: Primeras intuiciones que llevarian a la geometria descriptiva (aprox. 1799).
Lambert: Elaboracién de la trigonometria esférica. Trabajos sobre las cénicas.
Vandermonde: Investigaciones sobre las ecuaciones de quinto grado.

Lagrange: Addition 4 L'algébre d'Euler; introduccién del concepto de invariante. La obra de
Lagrange no es tan voluminosa como la de Euler, pero sus fundamentos son de un rigor que
se convertira en modelo de construccién légica.

Lagrange: Mécanique analytique: la mecanica celeste tratada como una rama de analisis. Es
la obra mas famosa de Lagrange.

Legendre: Elements de géometrie: intentos (vanos) para demostrar el postulado de
Euclides.

Lagrange: Teoria de las funciones analiticas (1797) y Lecons sur le calcul des fonctions (1799).
En estas dos obras Lagrange trata de dar a la nocién de funcién un significado mas general
partiendo del desarrollo de la férmula de Taylor (hacia 1715).

Legendre: Théorie des nombres.

Monge: Publicacion del Traité de géometrie descriptive.
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Este es el siglo de la polémica y de las revoluciones, tanto en matematicas como en los otros campos de

la actividad humana. En su transcurso tiene lugar la creacién del dlgebra moderna (teoria de los grupos de

Galois), el poderoso desarrollo del Andlisis (Gauss, Riemann, Poincaré), Ja reconsideracién de la geome-

tria (geometrias no euclidianas) e incluso del andlisis, lo cual lleva a Cantor a la elaboracién de la teoria

de los conjuntos.

* Algebra

Analisis

_ Geometﬁé '

1797. Wessel: Representacién geométrica de los niimeros complejos. |

1797-1799. Lagrange: Las funcio-

nes analiticas.

de las formas cuadréticas, de la co

1805. Gauss: Disquisitiones arithmelicaé. Estudio de las congruencias,

nvergencia de 1ds series, etc,

1829. Teoremma de Sturm.

1812. Fourrier: Estudio de las se-
ries trigonométricas.

1812. Laplace: Aplicacién del
andlisis al calculo de probabilida-
des, con la Théorie analytique des
probabilités.

1821. Cauchy: Cours d'analyse.
Cauchy escribié méas de 700 me-
morias.

1824. Estudio, por el astronomo
Bessel (1784-1846), de las funcio-
nes llamadas funciones de Bessel
de orden u y que intervienen en
matematicas aplicadas (especial-
mente en electricidad).

1825. Legendre: Primeros traba-
jos sobre las integrales elipticas.

1829. Jacobi: Estudio de las fun-
ciones elipticas.

1803. Lazare Carnot: Geométrie
de position (topologia). Naci-
miento de la geometria moderna.
18086. Teorerna de Branchon (geo-
metria proyectiva).

1822. Poncelet: Traité des propié-
tés projectives des figures (edifica-
cién de la geometria proyectiva).
Investigaciones sobre las transfor-
maciones mediante polares reci-
procas.

1826. Pliicker: Introduce en geo-
metria analitica las coordenadas
homogéneas (o coordenadas de
Pliicker).

1827. Mdébius: El cdiculo baricén-
trico, obra fundamental para la
geometria descriptiva. Topologia
(cinta de Mobius).

1829. Lobachevski: La geometria
no euclidiana.

20
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Resumen histérico

o

1830. Trabajos de Evariste Galois,
que contindan los de Lagrange,
Vander- monde y Gauss, acerca
de la teoria de las ecuaciones,
sobre el papel de los grupos en
la resolucién de ecuaciones alge-
braicas.

o201, Gapres

ulpariadedns mivraulac-
ros complejos.

1832. Galois: Gettre d Auguste
Comte, escrita la noche anterior a
su muerte (en un duelo) y en la
que resume sus descubrimientos
sobre la teoria de los grupos y las
integrales abelianas.

1842. Boole: Teoria de la invarian-
ciay de la covariancia.

1843. Hamilton. Teoria de los cua-
ternios.

| 1844. Grassmann: Audehnungs-
i lehure, creacién de una mate-
. matica de tendencia axiomatica,
{ en sentido moderno. Al fundar
la "nueva algebra" Grassmann
presenta su calculo sin tener ne-
cesidad de precisar si se calcula
- sobre puntos, lineas o nimeros
. (la geometria de "n" dimensiones
hace pareja con el algebra de "n"
variables).
1845. Cayley: Teoria de las matri-
ces.
1847. Boole: Andlisis matemdti-
. cos de la I6gica.
1848, Quételet: Fundador de la
) : estadistica.
' 1854. Boole: Las leyes del pensa-
1 miento.
i
i

1836. Fundacion por Liouville del
Journal de Mathématiques pures
et appliquées.

1838. Poisson: Teoria de la proba-
bilidad.

1839. Boole: Teoria de las trans-
formaciones analiticas.

1844. Liouville: Distincion entre
funciones algebraicas y funciones
trascendentes.

1851. Riemann: Estudio de las fun-
ciones de una variable compleja.

1864. Welerstrass: Funciones de
una variable compleja.
1866. Hermite: Utilizacion de las

funciones elipticas enla resolucion
de las ecuaciones de 5° grado.

1833. Bolyai: Geometria no
euclidiana.

1847. Von Staudt: Geometria de
posicioén.

1852. Chasles: Apercu historique
sur les méthodes geométriques.
1854. Riemann: Fundamentos
de las hipétesis de la geomnetria
(geometria no euclidiana).

1857. Riemann: Edificacion de
la topologia (llamada entonces
analysis situs).

www.FreeLibros.me
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1870. Jordan: Traité des substitu-
tions des equations algébriques
(prolongacion de las teorfas de
Galois).

1871. Sophus Lie: Nocién de gru-
po de transformaciones y descu-
brimiento de la transformacién
de Lie, que establece unas rela-
ciones inesperadas entre las rec-
tas y las esferas del espacio por
una parte y entre las lineas asinté-
ticas y las lineas de curvatura de
las superficies por la otra.

1872. Cantor: Teorfa de los conjuntos

1873. Hermite: Trascendencia del
namero e.

miento anterior incluso en adelante lo llamé

1873. El matemaético peruano Federico Villarreal (1850-1923), nacido en Tucuman, Lambayeque, cuando
apenas contaba con 23 afios descubrié un nuevo método para elevar un polinomio a cualquier potencia.
Dicha investigacién le dio renombre universal.

Otro compatriota, gran matematico, Cristébal de Losada y Puga, le dio profundos estudios al descubri-

polinomios villareal", considerandolo realmente nuevo, "ab-
solutamente original y tan perfecto”, que aun para el caso de un binomio resulté mas facil, seguro y rapido
que el método del binomio de Newton.

1880. Kronecker: Teoria de los
grupos; teoria de los cuerpos de
nimeros algebraicos.

1881. Poincaré: Las funciones fu-
chsianas (funciones trascenden-
tes que permanecen invariables
cuando se somete la variable
"z" a sustituciones de la forma

_az+b  conab-ba'=1.
az+b'

Siendo a, a', b, b' reales (estas
sustituciones forman un grupo:
el grupo fuchsiano). La teoria de
las funciones fuchsianas es una
generalizacion de las funciones
elipticas.

1882. Lindemann: Trascendencia
del ntimero n.

1888. Dedekmd {Qué son y qué deben ser Ios numeros7

La noci6n de entero natural puede alcanzarse a parm de las nociones
fundamenlalesigj,e Ia teona de los conjuntos.

1890. Peano: Investigaciones lo-
gisticas (la pasigrafia).

1897. Paradoja de Burali-Forti.

1894. Volterra: Diferenciales hi-
perbdlicas.

1899. Hilbert: Fundamentos de la |
geometria.
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Resumen historico

Los trabajos de Cantor y de Dedekind pusieron en orden el conjunto de conocimientos mateméticos, mos-
traron la naturaleza de los lazos existentes entre el Algebra, el Andlisis y la Geometria y crearon -segin la
frase de Hilbert- "un paraiso para matemnaticos". Sin embargo, se abre a una crisis grave en el Siglo XX, que
termina sin que realmente fuera resuelta, en los anos 30. Tras esta época, los esfuerzos de los matematicos
se han dirigido principalmente al estudio de las estructuras a los problemas lgicos y a ciertos dominios
de las matemnaéticas aplicadas.

Trabajos de caracter Iégico Algebra y analisis

1899. Hilbert: Fundamentos de la | 1903. Fredholm: Teoria de las ecuaciones integrales lineales ("deter-
geometria. minantes de Fredholm").

1913. Russel-Whitehead: Principia | 1904. Lebesgue: Lecciones sobre la integracion y la investigacion de
mathematicae. las funciones primitivas ("integrales en el sentido de Lebegue").

1931. Teorema de Gdédel (meta- | 1910. Axioma de Zermelo.
ma-temdtics) sobre la no contra- | 1910, Skinitz: Fundador del algebra moderna.
diccién de la aritmética) 1916. Borel: Cdiculo de probabilidades.

1922. Elie Cartan: Teoria de los espacios generalizados, concepto de
un espacio sin curvatura, con paralelismo absoluto.

1939. Fundacioén del grupo Nicolas Bourbaki.

1944. Eilenberg: Topologia algebraica.

. 1975. El ingeniero matemnatico Benoit Mandelbrot, con el apoyo de las computadoras logra visualizar diver-
sas curvas y superficies raras totalmente irregulares originadas por alteraciones sucesivas de funciones.

: Mandelbrot, no solo da el nombre de Fractales (del latin FRACTUS; quebrado o roto sino que hace ver la
: posibilidad de crear una geometria para describir el mundo natural. Aunque sus teorfas no fueron asumi-

“a"+b"=c" no tiene solucién para a, b, ¢ € Z y n>2, llamado el “ultimo teorema de Fermat" planteado hace

1960. Abraham Robinson (1918-1974) de nacionalidad Alemana, elaboré a lo que ha dado en llamar el
ANALISIS NO ESTANDAR,‘ utilizando un teorema de légica y retomando los infinitesimales que nos hara
ver que no solo puede servir de base para desarrollar todo el célculo infinitesimal, sino que tanto las de-
mostraciones de teoremas como sus soluciones pueden hacerse de manera méas simple que utilizando el
concepto de limite (técnicas con €y 3).

das de inmediato el nuevo modelo matematico se ha ido introduciendo en muchas ramas de la ciencia,
tales como la geometria, biologia, ecologia, fisica, informatica, economia, lingiiistica. incluso la psicologia,
areas que estudia la geometria de la naturaleza y los sistemnas caéticos.

1997. El matematico inglés Andrew Willes de la universidad de Princeton, demostré que la ecuacion

350 afios, logré su hazafa después, de casi 10 afos de trabajo, aplicé los trabajos de los japoneses Shimura
y Taniyama, plasméandolo en un trabajo que ocupa cien paginas.

1998. El matematico peruano César Camacho Manco, resuelve problemas de ecuaciones diferenciales
nlanteado por los matematicos franceses Briot y Bouquet en 1854, su trabajo y esfuerzo fue reconocido y
premiado por el presidente Brasileno Fernando Henrrique Cardoso.
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La piramide de Keops tiene como base un cuadrado perfecto y sus caras son tridngulos equilateros
orientados a los cuatro puntos cardinales.

La cara sur est4 construida de tal modo que recibe perpendicularmente la luz de Sirio y al pasar por el
meridiano alumbra un conducto de ventilacién que termina en la cAmara del Rey.

En la cara norte estd la galerfa de entrada, que conduce a la cdmara subterrdanea; paralela a ella hay
otro conducto de ventilacion, orientado hacia la estrella polar de la época (Alfa de la constelacién del
Dragén) que no es la de hoy, ya que el eje del mundo, a causa del movimiento de balanceo de la Tierra,
describe un circulo alrededor del polo ideal y es preciso que transcurran veinticinco mil ochocientos
anos para que vuelva a la misma posicion.

La Camara del Rey esta unida por una galeria a la de entrada, la cual recibe la luz de la estrella polar
en el momento de su paso inferior por el meridiano.

Las dimensiones de la cripta faradnica son proporcionales a 3. 4 y 5, nimeros que segin Plutarco
representan los dioses Horus, Osiris e Isis, respectivamente.

En el centro de la CAmara del Rey se alza una especie de pilén de granito rojo pulimentado, tallado en
angulos rectos, cuyo volumen es sesenta v nueve mil pulgadas clbicas piramidales, que es un décimo
del cociente de un cubo de cincuenta pulgadas (fraccién del eje terrestre), por la densidad media de
la Tierra, que a presién normal representa la unidad de peso en la escala de la piramide, y el volumen
exterior del misterioso cofre es doble de su capacidad y coincide con el del Arca de la Alianza, que,
segun la Biblia, habfa construido Moisés para guardar las Tablas de la Ley y cuya medida anota en el
Exodo el historiador sagrado.

Una leyenda difundida por los autores griegos atribuye la invencién de la geometria a los egipcios (si-

glo IV a.n.e.). Se dice que ésta se debié a la necesidad de volver a encontrar los limites de los campos
después de las inundaciones del Nilo.
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Resumen histdrico

La historia de Evariste Galois es probablemente la mas triste y lamentable de toda la historia de la
matematica.

Entré a los doce anos en famoso liceo Louis-le-Grand de Paris, donde las materias principales era el
latin y el griego. Sus resultados en esas asignaturas eran mediocres y decidi6 seguir un curso optativo
de matematicas; eso cambié el curso de su vida, le entré una exaltaciéon sin precedentes: termind en
dos dias obras que se estudiaban en dos aros. Ley6 y asimilé a todos los maestros de su tiempo, tales
como Legendre y Cauchy. Mas atn, su genio creador lo llevé a hacer descubrimientos inesperados
{descubrié que las ecuaciones de quinto grado, con las que habian tropezado muchos matematicos
famosos, no tienen soluciones generales por radicales).

Los docentes del liceo Louis-le-Grand no reconocieron para nada su talento ni su genio. Estos son los
comentarios de algunos de sus profesores:

"No entiendo bien su personalidad, pero veo claramente su engreimiento, ...ha descuidado gran parte
de su trabajo de clase, por eso fracasé en los exdmenes".

"Su talento, en el que tendriamos que creer, no lo he visto todavia; no llegara a nada, su trabajo solo
demuestra extravagancia y negligencia”.

Esta siempre ocupado en cosas que no debe, la situacién empeora cada dia”.

Un solo profesor sugiere que abandone las otras asignaturas y que se dedique exclusivamente a las
matematicas, dice: "Una locura matematica se ha apoderado de este joven, aqui estd perdiendo el
tiempo, sélo atormenta a sus maestros; su conducta es pésima, su caracter muy reservado”.

Galois queria entrar en I'Ecole Polytechnique, la mejor escuela de matematica de Francia, y se pre-
sento al concurso de ingreso, pero criticé las preguntas, fue insolente con los examinadores y no fue
aceptado. Tuvo que volver al liceo.

Alos diecisiete afios, envié a la Academia de Ciencias una memoria sobre la resolucion de ecuaciones
algebraicas que contenia "algunas de las ideas matemaéticas mas importantes del siglo”; desgraciada-
mente, Galois nunca supo nada mas de ese trabajo; es muy probable que Cauchy, el principal mate-
matico francés de la época lo haya perdido.

Se presenté por segunda vez al 'Ecole Polytechnique y por segunda vez se peleé con los examinadores
que le cerraron las puertas definitivamente. Envié un segundo trabajo a la Academia; esta vez Poisson,
un matematico de prestigio, fue el juez y declaré el trabajo "incomprensible”.
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En febrero de 1830, a los diecinueve anos, fue finalmente admitido en la "Ecole Normale", de menor
prestigio que la anterior, pero también tuvo conflictos con los profesores, participé en luchas politicas
y fue expulsado a los pocos meses.

Abandond, casi por completo las matematicas, se dedicé a la lucha revolucionaria y llegé a ser un lider
prestigioso, pero terminé en la carcel; alli se enamoré de una joven ("une coquette de bas étage") que
iba a visitar a otro preso. La relacién fue corta y dramatica; salié de la carcel el 29 de mayo de 1832y
murié dos dias después en un duelo ridiculo (se sospecha que la coquete y la provocacién a duelo
fueron ardides de la policia). Galois tenia 21 afos.

La noche antes del duelo, escribié cartas y unas sesenta paginas de matematicas. En ellas
presentaba su teoria de grupos abstractos, fundando asi el dlgebra abstracta moderna, que iba a
mantener ocupadas a varias generaciones de matemaéticos y de fisicos.

Hermann Weyl, un importante matemaético aleman del siglo XX, dijo de este testamento
matematico de Galois: "Si se considera la originalidad y la profundidad de las ideas que contiene,
es, quizés, el documento escrito mas valioso de toda la literatura de la humanidad".

Superando largamente su fama la final frase de su tltima carta pedia: "Conservad mi recuerdo,
ya que el destino no me ha dado suficiente vida para que mi pais conozca mi nombre", pues el

mejor monumento a su recuerdo es su valioso legado a la humanidad.

Gran enciclopedia - EDUCAR.
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De Descartes a Newton

La nueva razén, la auténtica revolucion del mundo modeno, culming en los siglos XVII y XVIIT
con una renovacion compleia del universo del conocimiento.

Hasta el sigo XV1, la ciencia habia permanecido fntimamente ligado a la teologia y' a la filosofia,
las mvestigaciones empiricas que la habian lhecho durante el renacimiento, sobre todo en el terreno
de la medicina y en el de la astronomia, habian sido violentamente combatidas por la iglesia y la
obra de un Leonardo de Vinci, que intentaba reunir en un conjunto colierente todo el saber de su
tiempo queds como una experiencia aislada, las posiciones religiosas del siglo XVI no favorecieron
en nada la expansion de la ciencia.

El gran movimiento intelectual

Connenza en el aito 1 620 tiene por artifices a Galileo, Kepler, Descartes, Leibniz y Newton.
Profesores de universidad provocan conflictos teoldgicos, ya que la iglesia, que habia condenado a
Galileo, no integra el progreso cientifico en su visién del mundo. Discipulo de Aristételes, no piede
aceptar un mundo en novimiento, regido por leves matendticas y, sin embargo, los sabios del siglo
XVTI con tnstrumentos de dptica y cdlculo perfeccionando demuesiran que es el sol el que estd en el
centro del universo y que la sangre no es un liquido estancado. Sin embargo, para la mayoria de los
creventes ponen la religion “en entrediclo”. A la muerte de Cristina de Suecia, el grupo de sabios
quie la rodeaba se dispersa por toda Europa, perseguidos frecuentemente por la contra reforma. Pero
los contactos entre cientificos se multiplican gracias a un amigo de Descartes, el padre Mersenne,
quien se encaiga de difundir las ideas mas revolucionarias, empezando por las de Galileo.

I Galileo se instalé en Florencia en 1 585. Se dedicé a estudiar principios de Arquinedes.

II. Kepler, gracias a su estudio de Marte, este discipulo de Copéniico reinterpreta el movimiento de
los planetas: describen una elipse girando alrededor del sol.

III. Descartes, introdujo las inatemdticas en el seno de las ciencias y la religion.

V. Letbuiz, tnteresado por el derecho, la geologia, las matemdticas vy la filosofia, dotado de un
espiritu enciclopédico refuta la Doctrina de Descartes. Junto con Newton desarrolla el cdlculo
infinitesimal.

Fuente: Gran ncidopedia EDUCIR,
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A

OBIJETIVOS: . . L
Hemos considerado este capitulo preliminar porque somos conscientes de que el lector necesita
conocer previamente algunos aspectos basicos del dlgebra como:

» Realizar operaciones algebraicas elementales (adicién, sustraccxén, multxphcacnén. dwlsu')n
potenciacién y radicacion). R o e

+ Familiarizarse con el lenguaje a utilizar en el desarrollo del texto

De estamanera, ellectorestard mejor preparad para aprovechar conmayor eﬁ(:len(:la eldesarrollo
delos temas subsiguientes. .

/ ADICION - SUSTRACCION /

Para definir las operaciones algebraicas partiremos de algunos ejemplos practicos.

Juan tiene 7 caramelos y Ana, 5 caramelos. Silos juntdramos en una sola bolsa tendrfamos 12
caramelos en total. Esto se puede simbolizar de la siguiente manera:

Scar + 7car = 12 car 6 5¢+ 7c¢ = 12¢

Si tuviéramos 6 caramelos y 7 panes y quisiéramos juntarlos en una sola bolsa, sélo dirfamos: “se
tiene 6 caramelos y 7 panes”, es decir, no podria efectuarse operacién aritmética alguna,

De donde se concluye lo siguiente:

Para adicionar o sustraer es necesario tomar elementos de un mismo conjunto.

Para no escribir el nombre de tat o cual objeto o cantidad de objetos,
se les puede asignar ciertas letras equivalentes al nombre.,

El ejemplo anterior también se puede expresar de la siguiente forma:
7x+5x y seobtendria 12x o enotras circunstancias se tendrd 7xy°+5xy* y se obtendria 12xy°.

29

www.FreeLibros.me



Lumbreras Editores

Algebra

Donde:

.  Elementos del mismo conjunto como 7xy*y 5xy* se llaman términos semejantes.

II. A la forma de representar mediante una generalizacién de 7xy* y 5x)° se llaman expresiones
algebraicas que en el capitulo 1] se veré detalladamente.

lll. Parareducir dos o mas expresiones, éstas deben ser semejantes.

Dos términos se dice que son semejantes en x sfysélosi x tiene el mismo exponente en

ambos términos de coeficientes no nulos.

Los ténninos semejantes se pueden reducir por la ley distributiva de multiplicacién respecto a la adicion

por la izquierda o derecha.

(a+b)e = ac+bc
L 4

Ejemplo 1

© 3+ 8 = (3+8)° = 11x°

+ 35x7- 22x7 = (35-22)x" = 13x”

e 162+ 112 = (- 16+ 11 = -5x¢°

Asf mismo, diremos que 3x°)° vy -2x%* son
semejantes puesto que tienen los mismos
exponentes para x y para y respectivamente.

Ejemplo 2

Adicionar 3x>-8x+1 con -2x’+5x
Resolucién:

Ordenando de acuerdo a sus
semejantes:

términos

(3-2)x% + (-8 +5)x + 1

El cual es equivalente a x - 3x + 1

Ejemplo 3
Sustraer 3x+5 de 2x*-8x+3
Resolucién:

Ordenando vy

semejantes:

reduciendo los términos

345
2x2+(-8-3)x+(3-5)

2x2—8x+3} O

El cual es equivalentea 2x* - 11x - 2

30

c(m+n) = cm+cn
YA

Ejemplo 4
Dadas las expresiones
A=47- Txy - 5x9°

B = -6x° + 9xy - 3xy°

Hallar el equivalente de

. A+B II. 2A+ 3B
I. A-B IV. 4A-5B
Resolucion:

L
A = 4x3- Txy- Sxy®
3 s (+)
B = -6x° + 9xy- 3xy
A+B = (4-6)x%+ (-7 +9xy + (-5 - xy®
= A+B = -2x%+ 20y - 8xy°
1.

A = 4x3 + Txy - 5xy®
3 5 Q)
B =-6x" +9xy - 3xy
A-B = (4-(-6)x®+ (-7 -9y + (-5 + 3xy*
= A-B = 10x3 - 16xy - 2xy°

1L
2A = 2(4x°- Txy-5xy°) = 8x*- 14xy- 10xy°
3B = 3(-6x°+9xy-3xy") = - 18 +27xy-9xy°

= 2A+3B=(8- 18)x* + (- 14+27)xy + (- 10-9)xy’
= 2A+3B = - 10x® + 13xy - 19x)°

IV. Ejercicio para el lector.

www.FreeLibros.me

Vo
E AL

[

a

[}

hd
0©

£

I

N



CAPITULO |

Nociones preliminares

Ejemplo 5
Dados P={(c-1)%+3x + 3y
Q =5x7 - 3(x+y)
Si
P-Q se reduce a 6(x+y), hallar el valor de c.
Resolucion:
Ordenando :

P=(c-1x%+3x+3y
5x2- 3x - 3y

Q:

o

P-Q=(c-1-5x2+6(x+y)

Dedonde c¢-1-5=0 = ¢c=6

Ejemplo 6
Efectuar

-8y-{~7y-[(3y-7x)-(2y- 8x)}+5x}

Resolucién:
Efectuando por partes:
-8y - {-7y - [(3y-7x) - (2y-8x)] + 5x}
D e ——
3y-7x-2y+8x
x+y)

-8y T+ 8- dx
- 4x

sustraer la suma de 3ab-6 y 3a’-8ab+5

..

Efectuando la adicién:

3ab- 6
3a2-8ab+5

o

3a%-5ab- 1

- 8y - {-Ty-ly+x}+5x}
-8y -{-Ty-x-y+5x}
- 8y - {-8y+4x}

I Lasuma: 3a’-5ab-1 serd el sustraendo que
debemos restar de a’

a2
3a2—5abl}()

-2a%+5ab+ 1

Recordar:

liL. Obteniendo como respuesta: -2a’ + Sab + |
Otra forma:
Del enunciado se tiene
a’-[(3ab-6)+(3a’-8ab+5)]
= az—[@—6+3a2—@+5]
= a*-[-5ab-1+3a?]
= a’+5ab+1-3a’
= -2a’+5ab+1

Ejemplo 8

Simplificar la expresién

-[-3a-{b +[-a +(2a-b) - (-a+b)]+3b} + 4a]
Resolucién:

Empezaremos simplificando los términos
semejantes mas internos, es decir, los afectados
por los paréntesis.

-[-3a-{b+[-a+(2a-b)-(-a+b)] + 3b} + 4a)
————— ———
~a+2a-b+a-b

2a -2b
Luego
-[-3a- {b+[2a-2b]+3b} + 4a]

—_——
b+2a-2b+3b

2a+2b
-{-3a - (2a+2b)+4a}
= -[-3a-2a-2b+4a}
-[-a-2b]j=a +2b

Finalmente se tiene a + 2b
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v/ MuLtipLICACION |

Es necesario recordar aspectos esenciales de la multiplicacién como:

1. Leyde los Signos Ejemplo 3
(+)(+) = (+) OH=0C) Efectuar (a’m + bn®)(a®b+mn + abmn?)
)= () =0() Resolucién:

Distribuyendo como se indica

(@2m + bn3) (a3b + mn + abmn?2)

. La multiplicacién de dos signos iguales
resulta (+)

II.  Lamultiplicacién de dos signos diferentes
resulta (-)

= a’m. a’b+a’m.mn+a’m.abmn? +

3 .3 3 3 2
2. Propiedades de los Exponentes br’.a™+bn’.mn -+ bn'.abmn

m+n

anl.an — a

{ab)' = a"b® = a’bm+a’m’n + a’bm’n’ +a’b’n’
4 2 5

(am>n aman + bmn’+ab’mn

(a® bP)" -qon pbn 4. Propiedad Asociativa

ia.(b.c} =(a.b).c i

3. Propiedad Distributiva

{a(b+c) = ab + ac} Ejemplo 1
Multiplicar 2a’ por 3a’

Ej lo 1

jempro Resolucién:

a+b)(m+n) = a(m+n) + b(m+n 2a’.3a>=2.3.a%.a° =6a""* =64°
R = 44 + e
= am+an + bm+bn
Ejemplo 2

Ejemplo 2 Efectuar la multiplicacién de:
Efectuar (3x* + 5x3*)(2xy" - y) (x2y) 2.m)( 3,20
Resolucion: y 3 4 Y
Efectuando conforme se indica Resolucién:

Il

Gt + 5599 (209 2Y)
\<'_/1

=3x*. 2xy" - 3x*. y+5xy°.2x% - 5xy’y
=62y - 3x'y + 10x%® - 5xy*

YR Y _2_ i 2.0
)X )[3](4)X2yxmay

it

1
-2 x2+m 1+n a2
9 y
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Ejemplo 3
Multiplicar 3x*-5xy+y* por -2x%*

Resolucién:

(-5 43925y )

Aplicando la propiedad distributiva:
=-32x. 8y +52xy. 5" - 2y Y
= -6y + 10xY° - 223

Ejemplo 4
Multiplicar (2x+3y") por (5x3-y)
Resolucion:

Aplicando la propiedad distributiva
conforme se indica:

(2c+3/) (5- y)
T

= 20.5¢%-2x.y+3y' .5 -3y'.y
= 10~ 2xy + 15 - 3y’

Ejemplo 5
Multiplicar a™**-4a™-2a™""' por a’-2a
Resolucién:

Analogamente conforme se indica:

@™2-4d"-28™") (a%22)

=a™? a'- 4a™.a’ - 2a™'.a’ -
a™?.2a +4a™.2a +2a™"' . 2a

= ana+‘l/45rn+27 2am+3 _ 2am+3 +
8am+l +/4am¢2

P am--l _ 4am*3 + 8am+l

Ejemplo 6
Efectuar 3x(x+3) (x-2) (x+1)
Resolucion:

Efectuando por partes como se indicaen|, II
y L

i
L Bx(e3)=3x%9x

IL 3x(x+3) (x-2)
-Ez 1 1
Bx +9%)(x-2)

=3x" - 6x% + 9x* - 18x
=3+ 3x - 18x

o 1l
ML (3% 3x%-18x)(x+ 1)
=

3x*+ 3¢ + 32 + 3x°- 18x*- 18x
3x'+6x’- 15x%- 18x

Ejemplo 7

Reducir  (x+5) (2x-3) - (2x+1) (x-4)
Resolucién:

Aplicando la propiedad distributiva:

] R
(x+5)(2x-3)- (2x+1)(x-4)
B2 T TLFT

= (2x%-3x+10x-15)- (2x2-8x+x-4)
2 +7x-15- (2x2-7x- 4)

233 7x-15 - 283 7x+4

14x-11

De donde lo reducido es: 14x - 11

Ejemplo 8
Reducir

(2x® e5xy)(c-y) - %+ xy)(2x -5y)

33
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Resolucién:
Aplicando la propiedad distributiva:

sl b1 . J__%x S’L
(2'7’_: +5xy)(§—¥)— (I +xy)(T —jy)

= (2x*-2x3y+5x%y- 5xy?) - (2x*-5x 3y +2x - 5xy?)
=267 2x 3y 5x 2y 5xy? - 2277 Sx Yy - 2x2y +5xy T
3% + 102y

e

Equwalencuas Notables

(a+b) (a- ) £ a -b"' k
n:: (e+a)(x )svx%(ad‘-ﬂbﬁx e

o

Ejemplos:

Efectuar:

a. (2x+3y)? e. (x+5) (x+3)
b. (3x2-5y%)* f. 2x+1) (2x+5)
c. (4x+3y)(4x-3y) g (x-7) (x+5)
d. (3+5y%) (x*-5y%)

Resolucién:

Aplicando las equivalencias notables

a. (2x+3y) = (2x)* + 2(2x)(3y) + (3y)’
=4 + 12xy + 9y*

b. (3x*-5y") = (3x)*-2(3x) Gy + (5y")
=9x* - 30! + 258

c. (4x+3y) (4x-3y) = (4x)* - (3y)?
= 16x% -9y*

d. (P+5y") (*-5y%) = () - (5y")?
=x* - 25¢°

e. (x+5) (x+3) =x* + (5+3)x + 5.3
=x'+8x+ 15

f. 2x+1)@2x+5) = 2x)* + (1+5)2x + 1.5
=42+ 12x+5

g (x-7) (x+5) =x* + (-7+5)x + (-7)(5)
=x"-2x-35

Recordando aspectos basicos:

1. Leyde los Signos

(+) (
=(+)

(+

\J

=)

f‘\
\_J

+

-~
'
S
It
~~
+
~
—~
R

- ()

~
3

~

~

2. Propiedades en los Exponentes

m
a -
a__.,mn
an

34

0" " no definido siendo n>0
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3. Propiedad

Ejemplo 1
Dividir 8%’ y'° entre -2x*y?
Resolucién:

2y;3 }0 [ e)
-2x3 y 2 l -2

Ejemplo 2

Dividir 64x*y® entre 4y %x

Resolucién:

64x5y® :[ﬁ)xs Ly8 (D
4y x 4

= ]6x4y8|2 = ]6x4yI0

_befé' y 1U-2 -

4kt

Sea xyzwk =0

m. XY oY
X w
v, X Z2_X2
yy oy
v, X W_xzow
y z yz
v, X.W. X2
y oz oyw
VIL xe X -XWTY
w w

Se debe tener presente que la
divisién por cero, no esta
definido, Por lo tanto, el
denominador debe ser
diferente de cero.

Ejemplo 3
Dividir 3a’+6a’b+9a’h’ entre 3a’
Resolucién:
Aplicando la propiedad distributiva de la
divisién
32 6a%b-9a%b? 325 6a’p  9a%?
3a2 3a2 3aZ  3a2

=a%+2a%p+3ab?

Ejemplo 4

Simplificar ——801 | six=2

Resolucion:
Recordar:

Entonces

x*-4  J(x-2)  x-2
6x2+12x 6x (x+2) 6x

Ejemplo 5
2_
Reducir X9 . 2x+20
3x2+1lx-4 x*-4x+3
Resolucién:

De equivalencias algebraicas, recordar:

(-3)(x-1) = x2-4x+3 i
PBx-1) (x+4) = 3x+11x-4

35
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_x3e5x%-18

x%+5x+6

Reducir x+1

Resolucion:
Aplicando el teorema (VII) se tiene

(x+1)(x2+5x+6) - (x3+5x%-18)
x%+5x+6

Efectuando las multiplicaciones obtendre-
mos:

x3+5x2+6x+x2+5x+6—x3—5x2+18
x2+5x+6

cuyo equivalente simplificado

x2 i 11x+24 _ (x3)(x+8) x+8
x245x+6 (x+3)(x+2) x+2

Ejemplo 8

Simplificar
2 3  x+5
x+1 x-1 T_—;(_Z

Lumbreras Editores Algebra
Entonces
,a _-a _a
(c+3)G8) _ 50ed) | 5(x+3) ' b b
Ge-Dx4) (-1 e-3)  Bx-Dx-1)
Ejemplo 6 Resolucién:
Efectuar 2 3 x+5
x+l y-1  -2xy x+1 x-1 x%2_-14
x-1 y+1  (x-1)(y+1) N
Resolucién: 20c- 1) +30x+ 1) L X+5
Aplicando el teorema (V) (x+D0x-1) x2 -1
G D@D+ DD | -2xy
-Dy+D) x-D+1) 2x-2+3x+3  x+5
Aplicando el teorema (IV) y efectuando: x? -1 x -1
xy+x+y¢(1+;c)y(;xlf)y+l*2x}):( 1)2(y D S5x+1+x+5 _ 6x + 6
X- + X- + =
x2-1 (x+ DG -1
Ejemplo 7 6(x+1) 6

DO D) x-1

Ejemplo 9
Efectuar
I+ 2Xy_
xty?
1+2
y
Resolucion:

Aplicando el teorema VIl en el numerador v

denominador
x2+y%e 2xy
xPoy? _ (Peyte2gly
yrx [+ y#)Ceey)
y
Gy  _ oxyey?

(cZoy2)lrry)  xtey?
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Ejemplo 10
Simplificar
x-2
1
x-
i 2
x+2
Resolucion:

Las fracciones de esta forma se llaman
continuas y se simplifican efectuando las
operaciones de abajo hacia arriba.

Para el ejemplo, considerando la nota se
tiene en el denominador:

1- 2 x+2-2 _ x

Xx+2 x+2 x+2
Luego
x -2 _ X -2
Lo xe2
X X
x+2
x -2 o x(x-2)
x% - x-2 x2 x-2
x
__x(x-2) X
-2+ 1) x+1

/ [E cuacionNEs Y IDESPEJE DE INCOGNITAS //

Se expondra mediante ejemplos practicos, utilizando expresiones que se consideraran bien

definidas.
Recordar:
a=b siysolosti a+c =b+c i
a=b siysolosi a.c=b.c ;c=0:
Ejemplo 1 Ejemplo 2
Mallar x en X - X _ i De: u=a+(n-1)r, despejar “n”
2 6 4 Resolucion:

Multiplicando todo por 12 (12 es el minimo
comun multiplo de 2, 6 y 4)

BT

6x = 2x-3
6x-2x = -3

4x =-3

x =-3/4

u=a+m-Dr = (n-1r = u-a
(dividiendo ambos miembros entre r)

u-a
= n-1=

r

transponiendo términos

www.FreeLibros.me
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Ejemplo 3
2
De t—=3'—i despejar p’
fp p
Resolucién:
2 2
De .23 3.2
f pp p P
t2p+3f 2 2Ap
Luego == = p'=
fp P t2p + 3f
Ejemplo 4
Delaexpresion e = V_t + -;-gt2
despeje L g
. v,
Resolucién:

I.  Despejando “g”

1 2 1 .2
e=V t+—gt® = e-V t=—gt
° 28 ° 2g
luego
2 2(e'V0t)
2 e-V ty=gt = [ S A
(e-Vot)=g g 5

t

. Despejando “V,”
Multiplicando por 2
2e =2V t+gt? = 2V t = 2e-gt

a2
V0:2e gt
2t
Ejemplo 5
De: l+3-: ab despeje b
x x x+b
Resolucién:

Recordar: Al AD=BC
: B D

38

Efectuando lva__ab

X x+b

se tendra

(ra0ter) = xab = x 4 b+ ax + aly - x ab
&

Luego x+ax = xab-ab-b
= x(1+a) = b(ax-a-1)

. b= M ; Vaxza+ 1

ax-a-1

Ejemplo 6
Itq
q-x

Despejar

de laigualdad: K - —2°1

1 -9
q-x
Resolucién:
Es equivalentea 1+27'} X294 _ a-1
q-x K

luego

a

+

-t
~al

q-x K

a-1 N -1 k
de donde r-q_a ~— elevando a
q-x k

la (a-1) resulta que:

ryq_f(a-1-k\*"'
q-x k

a-lj r+q

Ejemplo 7
Despejar P(x) de
Py +x +3 =4 - 6x* - 5xP(x)
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Resolucién:
Transponiendo los términos al primer miembro

PO+ 5xp(x) +6x%+ x-1 =10
P(x) (Bx_ -1
X

PCO) @& "D

Por el criterio del aspa simple
[PG)+(Bx-DIPE) + @x+ D] =

de donde

P(x)=-3x+1 6 PKx)=-2x-1
Ejemplo 8
Efectuar
i 1 ) x?-(a+b)x +ab x?-¢c? x - )

x-a x2-b? x2-(@a~c)x+ac
Vvx#*a ; x=x2b ; x#=z*c¢

Resolucién:

La expresion es equivalente a

1 )Mw (x+0)(x—)
(x+b)(e=b) * (x=a)(x-e)

G

_ X+*c¢
x+b
Bemplo 9
m+n .
Efectuar [D-+ 1) [+ P + 10
P m+p g
n

Resolucién:
Blectuando convencionalmente
m:pp

+1-1-—P 10
+OAp

n
/§/+10<10

T |
3

b\I‘IE',\

Ejemplo 10
Efectuar
1 1
-t
a b=+c 1. P +c?-a?
l 1 2bc
a b+c
Resolucién:
b+c+a
_| _a(b+c) [{2bc +b2+c?-a?
b+c-a 2bc ’
a(b+c)
_ | bc+a (b+c)® -a?
b+c-a 2bc
_ (b+c+a) (b+c+a)(b+c-a)
(b+c-a) 2bc
- (a+b+c)?
2bc
Ejemplo 11

Despejar x de: m = M
Vx <9
Resolucién:
m =YXl
fx+9

=myx +9m =yx - 1

=(m- Dyx =-1-9m
\/-_ 1+9m _ 1+9m
= X = - =
m- 1 I-m

Luego elevamos al cuadrado

1+9m)?
x:
1-m
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Problemas Propuestos

Hallar la suma de:

a) 3a+2b-c; 2a+3b+c
b) a+b-c¢; 2a+2b-3c ; -3a-b+3c
©) x+y+z ; 2x-3y+z ; ~Ax+5y-2z
d) X¥-5x+8 ; -xX+10x-30 ;
-6 +5x-50
e) Xy-xy'+5 ; x'-x'y +5x’y-6 ;
~6xy +x7y’ +2
N (C+y-3xy)-(-y*+3x - 4xy)
8 3x-[x+y-2xy]
h) 46 +1- (xy) + (=35 +2x7)- (3x*+y)]
) [-a-{-a+(a-b)-a-brc-[ (-a)+b]}]

D -+ {-O4y)- [-x+0-2)-Cx+y)l- v}

k) 2x-x-2y+(5x-2y) -x-y

D Bm+{m-(n-m+4)}+{-(m+n)
+(-2n+3)}]

: simbolo de agrupacién
llamado barra o vinculo.

Hallar el producto de multiplicar:

a) (a*'-b™") por (a-b)
b) 3a' '+a*-2a'? por a‘*-a' '+a'?

¢) (3xy*+2x-y) por (x-4xy+1)
d) x™y" '+x™ y'-xy por 2+4xy+x%y?

Efectuar:

a) (2x+3y-4z)(2x-3y+4z)

b) (r+1)(x-2)(4x- D@x+5)+ 1 1{x-3)(x+7)
c) (Bx-1)*-3(2x+3)*-2x{(~x-5)+(x-1)?

d) 5(1-x)-602-3x-7)-x(x-3)+2x(x+5)

Simplificar las siguientes expresiones:

a) 3(x-2)+2(1-x)

b) 2x-5[{7-(x-6)+3x]-21

e) 2x-4[5x-(11y-3x)]-3[5y-2(3x-64)]

D e aw-c) 2v]1L <
Jle-4(b-c)-2p) ]2{0,5[b 3)

2 2¢-0,75 b~ic—
3 5
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5. Simplificar las siguientes expresiones: 1

9 a9 . [a3 2a-6
5a3b3  [10a? ab?

1 2 4 8

+ + +

a+l 32,1 a%1 adg

e)

@ G ayGey)?-ax?y? . ry
ey e®-y3) - 2x?y?

0 (a~])(| +a—3\/?)

3 32
e) b-4 (8ab 2  b-16) 6b-4 1+Va+aYa
b-2 {b3-8 b2+2b-9 2-b) (4-b)?
mm
Efectuar: 2 no "
P mp
a) i'xz (a+b)x+ab |} x2-c? n
‘x2-(a+c)x+ac | [x2-b?
1 S5x 15 h) [m2+n2+1+2mn][m2+n2+2mn7]]+]
b} {x—3+ - )-.—(2X]+x3) (mtns2mnf

41
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42

De las igualdades siguientes, despejar la
incégnita x:

a) [2a+x(2n—1) n _ 5\::‘ .

Jyo-

b) 3{10-2[3x-2(x-5)}+7x} = 3x-4

k%+n%+m2x
¢) t= j—— =

a+XxX

HEESERE

60vd

e) We—r——
60d +v(t- x)

N Zla(m-x)+bx]=b(n-x) rax
m

[(bﬂc’) ~{(b-c)*- 4hcx]

g) y-

8o | —

h) v‘f’—li( l+£l]
T e

a

| oker | 12X
p-x

) v=

k) Xroy-z

m) a+2 =

n) V0x+—;-gx2 =h

o) 3\/5)( +%x = (a+b)(a-b)

p) (Bx*+a)f-(3x*-a)’-48a’p*

@) (x-3)(x-5)(x+2)(x+4)- (x*-x- 13)
+2x =50
1) X+2y°+27° = 2xy + 2xz, {x,y,3}c R

S)llll

—t ——t —

x a b

x+a+b

D (-y+z) =2+ +y +20

) X+ +2t = xy+xz+yz , (x5, y,2} =R

Vo= B
yx + 3

w) g(x) + X*f(x) = x’g(x) + f(x)
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II Leyes de exponentes

Arquimedes (287a212a.n.e.) ’

Sin discusion fue el matematico griego mas
genial. Vivié en Siracusa de 287 al 212
a.n.e. Su padre fue el astrénomo Fidas. Se
atribuyen a Arquimedes numerosos
inventos, entre ellos el "Tornillo sin fin"
detinado a traer el agua subterranea de las
minas de Egipto. Participo en la defensa de
Siracusa. La originalidad de Arquimedes
convirtié junto a Platén, en la flor innata ¢
genio griego. Descubrié las propiedad
de! nimero = y las enuncié en el lit
Medida de! circulo. En este fibro existe
importante teorema que afirma "el valor
nvaria entre:

3% y3; . Busco los procedimientos fisic
de los descubrimientos, dando ensegui
una exposicion légica y demostrativa de |
resultados obtenidos; llamaba no a
intuicién y al tanteo, sino a la légica fisic
matematica.

En su teoria de los métodos, anticipando
en 2000 afios a Newton, descubriéy usé |
conceptos basicos del calculo integral y

el uso de sus problemas anticip6
creacién del calculo diferencial.

Murié asesinado por un soldado romano

la carcel. mientras resolvia un problema.

I hY

x“-yﬁ n _ Xan.yﬁn
zZY zm
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o . . La kistoria del cero'.

Hasta el afio 1200 después de Cristo se usé en Europa la numeracién romana. Por esa
época, un mercader de Pisa, Leonardo Pisano, al volver de un largo vigje por Africa y el
Medio Ontente escribi6 un libro titulado Liber Abaci, donde exponia v proponia emplear la
Matemdtica usada por los drabes, que a su ves la habian aprendido de los hindiies y que no
significa otra cosa que nada

Si bien la obra de Leonardo Pisano fue un hecho revolucionario, debido a que no estaba
inventada la imprenta, debieron transcromir tres siglos para que fuera conocida en toda
Europa.

Es interesante seiialar que en la América precolombina, mds precisamente entre los
Mayas, existfa la nocién de “cero”, nitmero que ellos empleaban en su sistema de
numeracién vigesimal.

Este mimero es una de las mds grandes invenciones del genio lnmano ya que gracias
a él se abandoné la numeracién romana, adoptdndose la decimal vigente aiin en nuestros
tiempos y facilité la ejecucion de las operaciones aritméticas.

Fuente: 1.a Nueva Matemdtica - 1d. Salvat.
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Leyes de
exponentes

S YRS

{omf:nvOs e , e e e
i »  Buscar una relacién entre las definiciones y los teoremas correspondientes a 1os exponentes de

“unaexpresion matematica. = , » L o
« . Aplicar con criterio la notacién cientifica en el calculo con cantidades muy pequenas o muy

grandes, asf: 0,0003=3.10* 6 32000=32.10' ,
+ Capacitar para reconocer los exponentes mayores de coclentes, productos, potencidas o raices

n-ésimas. - , v
« -~ Aplicar la relacion de base a base y exponente a exponentie en la resolucion de las ecuaciones
exponenciales, ’ » o . il o ;
INTRODUCCION

Veamos la necesidad e importancia de este capitulo a través de algunos ejemplos:
Los numeros 10, 100, 1000, etc. juegan un papel muy importante en la notaciéon decimal y se llaman
potencias de 10. Unmodo co?venieme de indicar estas potencias es mediante el uso de exponentes:
10' = 10
10* = 10 x 10 = 100
10° = 10 x 10 x 10 = 1 000
10" = 10 x 10 x 10 x 10 = 10 000
10° = 10 x 10 x 10 x 10 x 10 = 100 000
v asi sucesivamente; leemos 10° como “diez a la quinta potencia”. El numeral 5 en 10° se llama
exponente.

La mayor utilidad de estas formas exponenciales estd en el trabajo cientifico, debido a la necesidad
de simplificar los calculos con ndmeros muy grandes o ndmeros pequenos. Citamos los siguientes
ejemplos:

1. La estrella mas cercana, Alfa Centauri, estd a 25.000.000.000.000 millas de la tierra que puede

 simplificarse diciendo Alfa Centauri estd a 25. 10" millas de la tierra. .

L. Entre los afios 1 908 - 1917, el fisico norteamericano Robert Andrews Millikan dedujo que la carga
negativa del electrén es - 1,60 . 10 ** C, del mismo modo sumasa es 9,11 . 10 ®g

{Como serfa sin la representacién exponencial?

ML En la teoria molecular de la materia, Amadeo Avogadro determina una constante llamandola el
nimero de Avogadro, cuyo valor es 6,02 . 10* (602 seguido de 21 ceros).
I\ El radio del nécleo del urano -235 es aproximadamente 7,0 . 10 * A, siendo cada A=10 %cm.

Vemos la gran utilidad de esta forma exponencial en el trabajo cientifico. ’

Para finalizar, planteamos el siguiente problema de astronomia. Se acostumbra describir las
distancias entre las estrellas mediante unidades llamadas afios luz. Por definicién, un afio luz es la
distancia que recorre la luz en un ano (365 dias). Sila luz viaja con una velocidad de 3,1 . 10° knrvs.
aproximadamente ¢cuantos km hay en un afio luz?
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/ Deriviciones Previas |

[

Es el exponente entero y positivo que nos indica el niimero de veces que se repite una expresion

como factor.

Ejemplos:
15" =

=SS

(01

g
72 veces
3— 3 3 3 —\dn-1
3.9 ¥y Vi = ()" anren
4n-1veces
4 4 4 4 a3
12X 121X X
Jﬁ 7 Jﬁ IF
Y
43 veces
2p13q 7
5. [x_a)(x_s) [ﬁ) =[ﬁ) P ; 2p+3q-7)eN
p/lp p) lp

(2p+3q-7) veces

EXPONENTE CERO

En general:

W) ) . i) « i 72

;——.—_—-—V—/
W7 +y2) veces

No tiene sentido ya que (/7 +y/2) no es un nimero
natural.

N es el conjunto de los niimeros naturales.
R es el conjunto de los niimeros reales.

taw ke s
b

Todo nimero diferente de cero elevado al exponente cero es la unidad.

Ejemplos:

1. (-4+y2)0-1

(-425)° = 1

4.
-425° = -1

> Observacion

0° es indeterminado.

Ejemplo:

3
(4 -/T6)VB+2 = (4-4) 2** = 0 = dicha expresién no est4 definida.

www.FreeLibros.me



CAPITULO I} Leyes de exponentes

EXPONENTE NEGATIVO

Nos indica que la base diferente de cero se invierte (inverso multiplicativo).

Ejemplos:

LTS TROREMA . o0

" 1 P
a'"= —va#F0aneN
a™ .,

El exponente fraccionario se expresa como los radicales, donde el denominador de dicho
exponente representa el indice del radical.

Ejemplos: Resolucién:
L 42= ‘M—g - \/6_4 =8 Es equivalente a:

3 10
2. 8% = B8 =2"=1024 1
9

3. 81% - B - VBT - 38 - 97 26(
o Se reduce de dos en dos de arriba hacia

4. Caleular: 4 abajo, como sigue:

Resolucién: 12 1

Usando las definiciones de exponente * [E) = Z

negativo y fraccionario, se tiene:

s 4
w2 ofNzo [T R R R I T |
= —4- = Z—E 16 16 2
5. Reducir: R N
_g-2 9 9

-16
27°

W

Finalmente: 27" = 3;/2— =3
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| Potenciacion '/
DEFINICION . T RS e

Es una operacién matemaética que consiste en hallar una expresién llamada potencia, partiendo de otras
dos llamadas base y exponente respectivamente.

Identidad Fundamental . ]
‘ . A TEOREMA 2 -

PEa ;. ac R4ne N ; peR J
[ AL : P 6" =x"":xeR A m,n e N
Donde: a:base

n : exponente natural Demostracién:

p : potencia me-m+..-m

(xmP=xm X, XX = T
\_——r_._.._/
TEOREMA 1 n veces

miyn _ m.n
X" =x"" . xe¢e R:>mneN =>(x ) =X

Demostracion: Ejemplos:
X" X=X XX XXX L (x3)4(x3)5 =34 B35 = 15 T
mveces nveces
— - — yMm+n -
X X" XX X X 9 (...((x2)3)4....)00 L 2350 50!
(m+n) veces
1.2.3...50 = 50!
Ejemplos: Se llama factorial de 50
1. as' as‘ a7 - a5+6+7 = alB
( NERUEANEIRN AL D ous
2 2.8 X = 2 3. ((((x ) ) ) ) = x B9
L XLXLX . =x ool
- =x =1
vx#0
Pero: 1+42+3+ ... +n n(n2+ D)
n(n-1)

L C15)(-14).(-1)(O)(1) ..(15)= 0

TEOREMA 3

(\/i B 1) veces

Porqué? ... ... (ab)*=a"b" ; a,be R ~ne N

48
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CAPITULO 1 Leyes de exponentes

Demostracién: Ejemplos:

(ab)" = fab)(ab)(ab) (abj) | 220 IURTSII

g ’ 2]6

nveces
=aaa..a. bb..b
3+5x
— 0 4 = aB3-50-(@-50) _ j10x
nveces nveces - a3 5%

= (ab)" =a"p’

TEOREMA 6

Ejemplos:
L (xy) =Xy (3)”26“ . neN AbeR - {0}
2. 23 = (2 3)’—63—216 b/ b

3 ey 8 () () (=)
1. {(ﬁ) “) = (%)4(“)4 Corolario 1

a) b} b v ab=0
b a a”"

TEOREMA 4

Ejemplos
1 Ef)n: (a*)' _a“"
Ejemplos: b# ) (bﬁ)" pbn
1 1xay4)77(r5)7(v4)7*x35y28
2 ixTa%clP o x12 532 022 _ 8,61 9 2_30_:222‘00
2*20 -40
TEOREMA 5 3 (az)x '2: (ab)vzzaz;x:b_ey
i . (b 3 )v (b:}} >*2 b*6y a4X
a =a™  : mneNAarm:n

3]

azR - {0}

Los teoremas expuestos vy
demostrados para exponentes
naturales, pueden ampliarse a
exponentes reales. Pero para su
moa demostracién es necesario ya otros elementos de

matematica superior.
a’ an an a P

_a(m»n)+n amn gn
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/ Rabicacion EN R /

DEFINICION

Dados un nimero real “a” y un nimero natural n mayor que 1, “b” se llama raiz n- €sima principal

de a yse denotapor b=

. +
si n espar, entonces a,b € RO'

Asi 4JE =2 yaque 2'=

16

(2 es la raiz principal)

3\/—_ = -2 puestoque (-2)°=-8 (dnicaenR)

Identidad fundamental:

TEOREMAS DE RADICACION

\/5 siysélosi b"=a,donde a, beR » neN-{1} bajo la condicién de que

TEOREMA- 1

n\/a.b = r;/z; . H\/B enR

Si n esparentonces a:0 A b:0

Ejemplos:
1. 32 =
2. 3\/as.b7:3a5.:§/g7

Vy16.2 = v

3. 32 =y/3/27?

(Porqué? ...

50

= 4(1,41) - 5,64

(Aproximadamente)

TEOREMA, 2

nE:E;b%O

b B

Si n esparentonces a=0 A b>0

Ejemplos:

R
7

=

3. ¢ _‘/E, E:_@?
7 N2 /32
Por qué?
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CAPITULO II Leyes de exponentes

Ejemplos:

TEOREMA . :3 - : 3] ,
: ! L ﬁza'“(—x :zzs\/;

m@ = m'% m,neN

3
Si: m.n espar = a>x0 2. ¢ zv%zzﬁ?

{Porqué? .......

" RADICALES SUCESIVOS

!
2 : : {mja 32 [ 6 [T
{ a bp\/E,fz‘i :;/5- ’n.m‘/ﬁ'tnm%g 2. 3x5 x3 = x5.2+3 — x13
T 43 4.3.5 7 sl "% 4 5:3.4/
A 3. . ,f 345)4+1
LONSY2VT =5 L V2 LT 3, Ax? A AUx! X ”
5.%2.%7 _ 60/x45
5 7 7.4 7.4.5
N3y2Y5 =3 .2 LB //'J- Y S
4 3 1 4.3 3/.4
7 28 140 4. =
_ ﬁ ' ‘/—2— . ‘/5‘ 28 V16 2 2 2
De la férmula anterior: Si las bases a, b, ¢ son 2.4.3 "
iguales, eso determina a una forma préctica de A 4F33+ 4,225
reducir.
TN TE nmp
> N v +

{ VxS NP Ryt = Pty

/ﬁx PR ;F nmp ;

{Q/x“ x‘o xto= \/x(mb‘)pwv (x - x4+ %= )

Enlos exponentes, los signos se alternan.

Regla Practica
L

stttk

Ejemplos:

v 43 .
4 1 3 5 1.3+5 12/ g - . TN
L3y O = \/x — ¥ 1 4x3+2x1 =42x321=8x5
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d) (:(“8)1/3 = (*8)2/6?

(Porqué? .......

22222 ’
{[(1.2-1)2+1]2-1}2+1 32/ 11

Ejemplos aplicativos:

3. 1. Hallar el exponente de x, luegode
simplificar
] 1{ @4.2-1)4+1 2
3,3 2
. _\_x4 x JX . x X >0
= x® 3 3‘/)_(
Corolario 2 Resolucion:
a. Usando la regla practica |
V- -
. 2. 2
Si ab es par = xe R 223/X(Ii.z*l).&l Cx2 12 C22 2
4.3 — N 12
x343’l xlO
Ejemplos:
LT = N 2 2 C a 2
. = | 2=. x? :( \/xlz,xz) (x.x?%)
3.2~ 2.3 66 6 x 10
3 . s
2. V2.3 = y2L.V3 - \A.\27 = 427 = x"
6 Respuesta: El exponente final es 72
= 108
2. Reducir:
Analice cada una de las siguientes preguntas

3,lx s & . ko
¢ 2‘7\/(‘5)2'3 = 7\/(‘5)3 ? \jx s x = o+ X
CPOrqué? ...

Resolucién:
b) ¢ (-16)* = (Y16)7

Aplicando las reglas practicas Iy Il se tendra

3'4-2’x(l.4*3)2+1 R X0,5.4
(POFQUE? .t 22 2AZ\/X(("Z’”Z")Z"
3 4 4
o wanye = (Yz@) - (3 - 81

6 _ 16

J— _¢2-i 37
(Porqué? .... \/_

52
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Problemas Resueltos

Problema1
Reducir
10 veces 7 veces
—_——
5.5...5 15.15.15.... 15
812,51
Resolucion:

Por exponente natural
5,157 5195737
(3').5

= 510+7 15 37 8

812.5%

Prohlema 2
Reducir

Resolucién:
Asociando adecuadamente

g 8 e

25
. 25 35 ......

4 n’®
—_ 5 5 5
=2°.2.2.

n veces

Sila expresién VvV a#0
farp) (2]
a.a

T —
n veces

se reduce a la unidad. Calcular “n”.
Resolucion:
' Seve que n ¢ N, luego
3 385 3
40 a 0 a
2.n.3.4 X a 99 - a
a n

a

si se reduce a la unidad (5n+4) = 0; pero no
existene N; 5n+4 =0

. no existetal n

Problemad
Al reducir
(x2P . x2 x (2 x

_o? _)® 0
G2 2

_90

X X

Indicar el valor de verdad de las proposiciones
I. Sereducea x* ¥ xeR

II. Esequivalentea x* < x#0

Resolucién:

Vemos que x # 0 (por estar en el denominador)

3 _9y3 _oyd _
x23 xT xCO x0T 48 x8 x B x16
x P x D 2 e xtxtxtx !
X6 xB x B xI6 (6886 m o
xtxlxlxt ox x3
Luego L. (F)

1. (V)

Probiema 5

Indicar el valor de verdad de las proposiciones
L. Vvx=0

0

nLoar- g ? —g
Resolucion:
L x %8000 .o
=x" =1 Vx#0 e, W)
11 % 0! noestadefinido |......... ()]
Problema 6

Con respecto a la expresion

{(2“‘18%)1( (v2)2(s)%)‘n}0 . neN

53
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Enunciar el valor de verdad

2n+3 2n+3

. La expresién se reduce a la unidad 2n-3 T(nz%@zi = 23 (ﬁ)
Il.  Para n par la expresién es uno 5 M 5
[II. Paran impar la expresién no esta definida =45
Resolucién:
Simplificando Prohlema 9

{[ 1 3‘/5) - (l ' v_g] -n }0 Con respecto a la expre):(sié?

2 2 ()
n )0 Establecer el valor de verdad de cada una de las
= {(.2_) +( -3) } ={2n+ (-2)m ¥ proposiciones:
4 4

[. ExisteenR;si xe N
II. ExisteenR;six>0Ay>0

Si n esimpar (2“— 2“)0 - 00 no definido Il ExisteenR;sixeN A y>0
IV. Existe enR;si {x,y,z} < Q

Si n es par (2n+ 2“)0 =1

. Concluyendo que
L. (F) L. V) 1L (V)

Resolucion:
¢4

Problema? Para que (X\/;) exista en R sélo es necesario
Simplificar: Si y > 0 = x es cualquier natural

gl ognet neN Si y < 0 sélo que x seaimpar » 2€Z,

gn-l_gmer SixeN= y>0
Resolucion: ‘

3 3,97 g Luego se concluye

. s B .

Descomponiendo m‘_—B 1. (F) . (F) . (V) v. (F)
n
y factorizando 9" se tiene M S 12 2 Proboma0 ) )
9" (9 -3) 6 Hallar el valorde a* +b* en
Probiema 8 3
Simplificar -3
20+3 (225)"-% . 225
5%3.52. 4+ 503 5
Resolucion:

Resolucién: Transformando a exponentes fraccionarios se
Descomponiendo adecuadamente tiene

wrs|  (225)°3.225 aPlab 11

52n*3.52.4+52n~3.53 _ ab a‘bb a

54
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CAPITULO I Leyes de exponentes

Simplificando se obtiene Resolucién:
bl 2 a1 En el radicando
a ® pa® _ga pav ((x4)642)8.x164:x22.(25)2.23‘x(2‘)4
_ abm _ 3‘/57 = x2:2%.2% _ 308
como ay b son naturales, sélo se verifica en Luego

a=3 A b=1 (2'3(————;6)i 2 —
3.2"%913 _ 2% _
. a?+b* =10 X R

Probiema 11 Preblema 13

Siendo {m,n} <N Efectuar

Indicar si es verdadero (V) o falso (F) en cada una s n %

de las siguientes proposiciones: 3! \/?7 . 3 - ; neN ; nx2

n n ] n 2
L J)?y_:ﬁr:/}‘Vx,ye]R '3_"/3_']

1. 'V; = Y™ vxeR
Resolucién:

o Yxm o= VET vxeR PR L <X S LI
. n\/x“y =x';/§ vxyeR yy

Resolucién:

Aparentemente todas las proposiciones son
correctas pero no siempre.

. Sinespary x & y son negativos noes

cierto. Problema 14

4. Simespary x negativo no verifica. Operar

Il Sinespary x negativo no cumple.

-1 -1 l
M. Sinespary x negativo no cumple. “ (1)2 s [E) '2] . lz - (3] "] }e
5) (2 >

ge donde se obtiene que

L (F) . (F) IL(F) V. (F) Resolucién:
1}2 (5)? o 1 4\ 5\
21 412 (LAY J(5) s
Prebiema 12 (5) (2) [25 25] (25)
Reducir

OIS

= {5+3}I/6 = 8]/6 = (23)l/6 — 21/2 = ﬁ

(VT )
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Preblema 15
Simplificar

4
Na®b® ya’b? 5’\,/a?
6
J \' 4V 5'\/a‘sb‘s
Resolucion:

Recordando que (a.b)" = a".b"

se tendra
4
\ (ab)® . {/(ab)? Yab
2.4.6.5\/25)6

haciendo ab =x
Tenemos:

R A sl
J.(i/; 40\/;

11 e
71

i \,x i 40,—xm ) 4,-—x7
x

P

40
X

W

4
al reponer x por ab se obtiene  y(ab)’

7t

Problema 16
Reducir
o I Y Rs—
70 '_69
x \x \Jx ..... \/x \/)_C
N J
Y
71 radicales
Resolucién:

Busquemos alguna ley de formacién

7W ; 70.6% _ GQJ;C ‘

si tomamos los dos ultimos radicales resulta el
ultimo.

De donde puede observarse que esa operacioén se
va repetir, dejando el mismo resultado, entonces,

.z 69
todo se reducira a yx

56

Problema 17

Simplificar
5 Sy

3 3 3
V25 - V10 Va
( 9\/253\5)

Resolucion:

(It

Luego se tendré
5 ViE-vevm  galve- Y va) ]
(vsfva v SEvelvs- VA

Problema 18
Calcular aproximadamente cada expresién

Resolucion:
Caso de las infinitas veces de una operacion.
Usaremos el criterio siguiente

B H
“Infinito 3 unq cantidad inmensamentg grande gue si;

quitas 1523, ... 5 né Nrio sé-alterg, sigue infinil
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CAPITULO 1l Leyes de exponentes

Veamos
L A=\iS\/5 505.... = A=\5.A sﬁsﬁ;ﬂ
NI E
A V. E=35 = E=35

elevando al cuadrado A*=5A = A =35

- EF_>
L B={2+{2y2r VE = V5
‘—-—V———-—/

Por comparacién E =5

B
= B=72+B
, Probiema 19
Al cuadrado B°=72+8B :
R Calcular el mayor valor de n, si
- B’-B=72 1
= B(B-1)=9(9-1) 1 LY | |
(n‘/ﬁ )n‘/n - 9 1 <
Por comparacién se obtiene B =9 Resolucién:
Lo, 34a51 0
& (n\/ﬁ)n\/ﬁ:2 234710 _ 92
B C= C=5]—
C
1 2 2.2 4 1
asfmismo, 2% = Y27 = Y2"2 . Vi - 4*
Elevando a la quinta de donde n\/-ﬁ =4 v n\/ﬁ =2
- 5= 64 _, =64 = C= §/6_4 Como piden el mayor valor de n se tomara
¢ n\/ﬁ =4 = al cuadrado:
s =2 nz.n=42=n3=16=>n=3\/ﬁ
——
B D=N\8y2y8y2 ...
NS Problema 20
D Simplificar
= D=y8,2.D A" - an” -
nnn +n l nn¢n
n
Al cuadrado D? = 82D
al cuadrado D' = 8. 2D Resoluci6n:
3
= D*=128 = D=1/128
3
= D= 64.2
D=4z
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En el problema se tendra

% n+n"

=1

Recuerde:

Usando la regla practica

3.4.5 60 20
[C2-4-05-6 = s S

e kT e B m

Prohlema 21
Simplificar Luego se tiene
! +l\/(1'1721 1)012*1)2 . (n24 1)' R ’ ‘1\/(n2+1)]‘(nQ’1)2
2 20 20
—_— 17 -
(n? St Vx ! xh
donde: ne N
Resolucién: Prehlema 23

X“Ja_:.nv—a_ﬁ ) HW
fa?

En el problema se tiene

2 = 2
' (n%l)(“'*‘)Z“"'(“2")2'2 =" +|\/(7n2 1P =1

Problema 22

Reducir la siguiente expresion

\x23x4\/)?

—_—

2

x>0

Resolucioén:
" ¥n el numerador se utilizara la regla practica en

* radicales sucesivos

5
3= 5.3.2
%2 \/x* 7 = /x'(Z'S)‘4]'2‘7
30 10—
- /X27 - [}

VX

En el denominador (exponente negativo)

58

Hallar el exponente de x en
4 4
S=A\x?
~
~
97 radicales

Resolucién:

Utilizaremos una ley que nos permita hallar una
regla de formacién (método inductivo).

Si fuera 1 radical

=

Si fuera 2 radicales
A3 16 13
Vi3 V3 = Jx® - x 18

Si fuera 3 radicales

4 = 63
4 64 ey
X3 ‘/x:«x [x3 = [ 63 x

Veamos la formacién de sus exponentes

3 .15 63

AT T
4'-1 | 41 431
el
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CAPIiTULO 11

Leyes de exponentes

Para 97 radicales su exponente serd
47 -1
497

Problema 24

Sise cumple que 2% + 1024 = 1024a

Calcular 2222 - ((22 )4)0'5 .a
Resolucién:
De la condicion
22 42" =210 3 =22 4t 1 =4
Luego

22"‘2_ 224:05(312 )

216-242"2+1)
= 2I6_216_24 =-16

Probiema 25

Si se cumple que

V3
ademas A = (3\/3 NE] ) 3, segun ello calcular un

valor de “x”.
Resolucion:
Simplificando en A

a-(5E)T

Del problema 18

o 1
AAA =y=’A"=y=>A=y"=\/§‘/§

Por comparacién: y = /3

asimismo

Despejando y de xy=y" se liene

S
buscando unvalor *"\x -*3

dedonde x =3

Problema 26

Calcular un valor de n de la igualdad.

n"n. =72 + Jn2-VA" -

Resolucién:
Igualando a una segunda incégnita:

T2HE
% N2+m_~"y

n” =72+{n =y

o

n/sy
dedonde n” =y = n={y ..... (a)
asimismo 72+yn' =y ......... . ®
y
(@Wen(@): 72 + {4y =y
entonces y- \/)7 -72 =90
dedonde y =38l
Luegoen ¢ n = 8'\/8_]
Prohiema 27
De la igualdad
hallar el valor de 3x
59
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Lumbreras Editores Algebra
Resolucién: Problema 29
De la igualdad a exponentes fraccionarios El valor aproximado de
1) 1) \12\/4 8y16.....
X T'y T = x:‘ ’ Resolucién:
yr.x ¥ y A-y2.43.5B. V6
l 2 3 4
x? A=2%22% 928 26,
Ajl RAEE x 1,2,3,4,
x ¥ - X xy f_)(;) AZZE?EE """
= y y)
xy Sea e elexponentede 2
Wy
1 2 3 4
€= — e, (D
Por dato 2 4 8 16
X 1
f(y)zL: 1(3} 2e:1*3+§+£+ ..... )
y 3\/5 3 8
Por comparacién
-x-:l . &:] (2)_(1)'
y 3 y e=1+_1-+l+.l.+l+
2 4 8 16
A J
Problema 28 I
Calcular el valor de —1—1
b3
2V2 .. 22 " .
= e = — = 2
n radlcales 1- l
siademds x = 2"*! 2
Resolucién: A =2 4
Seré equivalente a
a

2‘/2"\/2——75—_ ' 2.2,....222'X

(n-1) rad.

Del problema 23:
2h gl

2‘/2—2.—, ‘[—— _22n1.2 o0
g2 22! 2 -2.2-202

F :2 2” 2n :2 2n
S F=2'"1
2

60

Si: -1<r<«1

atar+ar+ar +... =2

Prohlema 30
Si el reducido de

a+l a-l

b+l b-1

hallar el valor de
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CAPiTULO Il

Leyes de exponentes

Resolucion:
Deduciendo

!
Para 1 radical  x =x?

5
Para 2 radicales {xyx®=-x*

Como el exponente de x es de la forma
a.2"-bn-a
on
Por definicién de identidad
Si n=1 = 2a-b-a=1
= ab=1.......... (a)
Si n=2 = 4a 2b-a=5

De (a) y (B):

Luego lo pedido

a-1 a-1 3+1 3-1_4 ,_ 2
——— €s e =-2=-=
b-1 b-! 2+1 2-1 3 3

Prebiema 31

Hallar el exponente de “x™ en

" Resolucion:
Buscamos una ley de formacién deductivamente:
i

o =x?
Para 2 radicales yx2yx - x

2
a3 =
* Para3radicales Yx?® yx2yx =x ¥

Se forma de! siguiente modo:
2-1 3-1 41

2" 3 " 4

Para 1 radical

=300

Observamos que tiene (n- 1) radicales, luego para
(n-1) radicales se tendra

lat
A-x &
o
- Elexponente de x es —
n
Problema 32
Simplificar

Resoclucién:
Veamos

o
A
|
jsY)
o
Il
<]
»
Bl

o |
Y

Reemplazando, se tiene

a

ar (et ) |7

61
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Problemas Propuestos

62

si a%:=3 ; a>0 6.
a8

calcular: (a 2 )ﬁ

A) {3 B) y2 01

D) 3 E) V3

Si n es unndmero impar

A=NaNa 1.

de “n” radicales -

3 3 3
B=\j16+ 16+ Y16...+ Y16 ,

de “n” radicales

entonces A.B es:
A) 4 B) 2 A1
p) L Bl
2 4
Luego de efectuar
1 8.
il
[256 vzvil ﬁ)] v se obtiene:
A1 B) 2 C) 8
D) 2 E) 4
Simplificar
v A
u ]'xh, si: x>0
x X . x * 9.
A) X B) yx C) x
D) x* E)1
Luego de resolver
xx“\mo_zs ) [l)ﬁl—zﬁ 10.
2

4x+3
Indicar el valorde ~ yx?®

A) 16!
D)4'

B)8 c)s8!

E)2'

Senalar la suma de los exponentes de
x e y luego de reducir

-

Vo) vy

Sabiendo que x-y =2k A y-1=4r
donde k, r ¢ N

y

A)2
D)8

B)4 C)6

E)10

Senalar el exponente final de x en

“K” radicales

1] 3%+1 1 3%-1
B ~|2—| C) =
4% oy

1[ 3% 1
E)~
)2 31\4‘.

K |

Indicar el exponente final de x en

3 s 9
. 17

\jx \jx" x# x20 ., “n” radicales
n n n

A) 2741 B) 2 o) 2
2"-1 2"-1 2%+1
n_ n
211_,_1 2n

De la igualdad x &V = 2x+1

calcular x - 1
X

A)2
D)7

B)4 05

E) 10

Calcular aproximadamente

A)?2 B) 22

D) 16

02
B) V2
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CAPiTULO H

Leyes de exponentes

11.

12.

Hallar una relacién entre x e y en

Ay=x
D) 2x = 3y

B)y =3x

Cly=2x
E)y = 4x

Simplificar
= 1 5
s| /S 2
A 5\/: ) \JS(?\/E) }f
125

B)S

Al
D) 125

)25
)5

Indicar el valor de verdad de cada una de
las proposmones

- (- 4)4 = (- 8)3 =
\/—:\/_ = a>0 (a=0rn>0)

( 0
11l [ 2) ] =1 7xc R
\ 4 .

A) FVF C) FFF
D) VFF E) VVF

B) FVWW

Con respecto a la expresion

(\/1 x.xt x3 x*’f

x sumarndos

Establecer el valor de verdad de cada una
de las proposiciones
. Sereduceal,sia N- {1}
il. Sereduceax,six-N- {1} -
{1l. Se reduce ax**', six «<N - {1}

A) VFF
D) FVF

B) FVV C)FFV

E) FIF

Sabiendo que x e y verifican la igualdad
xv+x+y = 1, halle el valor de
(o) !

y*l’ ot | X
4 3-xy
x+1
ya!

16.

17.

18.

19.

20.

A1 B)2
D) 4 .

Q) 2

F)8

Luego de resolver la ecuacion exponencial:
05

x* = 0,5
el valor de x toma la forma 4" donde “n” es
igual a

A) -4
D) -12

B) -7 C)-10

E) -16

Sabiendo que a° = % -2

hallar el valor de

1
B) —
A)2 )

E)8 |
' ! -
Sixv¥ - 4, calcular el valor de:

A

L (L) .\_x(z

D)L
4

A)3
D) V2

Calcular el exponente final de x en

B)4 C)2

i
E) 44

I a—
Jx x? x® yxt
Al B)2
1
D)—
2

a3
B)L
2

Dada la siguiente sucesion

‘/—\/: xs—‘[—

xn
Calcular
X3- Xyo
A)2 B)4 )5
D)L gyl
2 4
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Algebra

21. Se tiene la siguiente igualdad

ot

anunciar el valor de no verdad de las
siguientes proposiciones:

I. Las expresiones quedan bien definidas,

\

26.

Analizar las proposiciones siguientes:
L. EnR: 16=4 A /8= -2

n JC3)2=y3%-3v J(-%--7
L En R: CDCD - y-1.42

si:xe R ) L y determine su valor de verdad
II. Laigualdad se verifica siy sdlo si
acR® ; x=a . A) FVF B) FFF C) VWV
Ill. Six existe entonces a existe D) VWF E) FFV
A)FVY B) VFF C) VWWF 27. Determinar el valor de verdad de las
D) FFV E) FFF
proposiciones:
€ M = = — 0=
()(5)““-X1x'r"“ ) 1. V/.x\, 'XR,XO 1 (32)§ lq
22, Reducir *————,sit A"=5 L Si: x"x"=x""=33 =9
xex e 1) I Wx e R; (-x)?=xtv (-3)' = -9
Al B)x Qs A) VFV B) VVF C) VWV
D) x E) D) VFF E) FFF
5 23\ .
23. Si A- (22’35)23 g e 28.  Reducir
B=(... (@2) ) ... )" A:"\} )"+ )"+ @) x Lz
: - - —.
le elvalorde B [yt
Halle el valor de
7 ¥ ns N-{1} ; # 0
27 (A) | " e
Donde 1.2.3.4.:).6.1=n A)l B)O C)X
A)-1 B) 1 Q) 2 D) xy"z E) xyz
D)-2 E) 1 29, Hallar el valor de
2 gXel, gx+2, gx+3, gx+d
M=
24, Determinar el valor de 961y 92, 9x-3, gx-d
31 4 S 3 Y
143°[5 |3 E\P A) 2 B)1 )16
2 4 6 2 3 5
AER : N2 Y3 Y5 by L E) 32
kz 57z °
Yy é) | 4 N3 o % 30. Lqego de reducir
2 31 4 a
4 2 3%/, 413
D) E E) 3 Na\a’ya \/a— dar el exponente de a
4 3 4
25. Calcular el valor de \Na\atyala?
aay])
( JERY R | A 2 B) 12 ol
a S a Ty 13 72 36
N2B BB 04 oy L 513
D)5¢3 E) 3 6 72

64
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CAPITULO I Leyes de exponentes

1ax0eX

31. Si x*=2;calcular el valor de x* 36. Six=y3y3y3... ; ademds: y=2*?
A) 2’6 B) 254 ) 22 entonces: M =" \y+2 es:
D) 2* E)2"
3
32. Simplificar A) V3 B)4 O3
22(5)0+ 1) 2 307 D)2 E) 16
42' 162 952" 3
N 2 2
1 91 5 1 110 n n
362 4252 4812 _1_\42\/52+ l (g) \37_ Reducir P :3_'_(4@_'9
3 5 124/n
A2 B) 36 08 A)3 B)9 C)27
86 9 11 D)1 E) 12
p) 2 E) 3L
41 86 .
38. Si A=yY20+y20+y20 ... ,
33. Reducir 4J 4
n ademas T -NA-11- yA<11+ YA 1T v
n-+i
4
Calcular T*-T
. A) 1l B)2 )4
A)x B) x C) xy D)6 E)8
D) 1 E) X
y 39. Calcular el exponente final de x en
N i1 31 3
Simplificar ! v oxe N‘ n S{x) = \Jx \/x Yx ... "' radicales
E:"[2x+3'x+)‘/2fx+3x N
V6X 41 A) 3"-1/2° B) 3"-1/3" C) 3™ 12
: n_
g D) 372" g 31
- 2.3"
A) :Z. B) 1 o2
D) 3 E)5 40. Siel exponente final de x es 15 en
Efectuar e : - a\xaq Yyate2 3 a3
- 5 . 313 a
( 33 )3 +(a b |/2)z (az.bz) xaxzw
a'b
2 El valor de “a” es
1 B) % C) %
A) 8 B)5 )3
p) L )2
ab? a D)3a - E)1
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CAPITULO

111 - Polinomios

Brook Taylor (1685-1731)

Las cuestiones relativas a las series
infinitas, lo que es justificado por el
hecho de que el célculo con los
infinitamente pequefios lleva la
célculo de las series. Demostrd que
una funcidn de una sola variable
puede ponerse en forma de serie
(desarrollando en serie de una
funcion) conjuntamente con Abraham
de Moivre (1567-1759), francés
exiliado en Inglaterra. Colin Maclaurin
(1698-1745), Jean y Jacques
Bernoulli (1667-1748 y 1654-1705),
desarrollaron ei calculo exponencial.

La formula de Taylor: Si f(x) admite
unas derivadas continuas de orden
1,2,3....n en [a, b] y usa derivada de
orden nt1en<a, b> se puede escribir:
f(x+h):f(x)+hf'(x)~h?'zf"(x)«L.A.+:—?f(”)(x)+Rn(x)
(R, es el resto de lafoérmula de Taylor).

2 3
f(x+h)="f(x)+hf'(x)+ %f"(xh%f" (X)+...+ R(x)
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La nocién clésica del polinomio L

Un ejemiplo sencillo: Situémonos en el conjunto R, que es el del dlgebra elemental, y
denominemos “x” un mimero real cualquiera (lo cual, como recordamos, se escribe x € R).
He aqui un ejemplo de cdlculo suceptible de ser efectiado sobre los niimeros conio x.

Supongamos que x designa una longitud indeterminada (medida en metros); entonces
X designard la superficte de un cuadrado de lado x y X’ el volumen de un cubo de arista x.

Imaginemos que una persona conpra:

Una cuerda cuya longitud equivale tres veces a la longitud de x, es decir 3x metros y
cuyo precio es de 2 soles el metro; esta cuerda cuesta pues:

> & CAO M

y
%

3x.2 =6x soles

Un tablero de contrachapado de superficie 2x> (en mietros cuadrados), al precio de 12
soles el metro cuadrado; por lo tanto, este tablero cuesta 2x* . 12 = 24x° soles.

Un tonel de vino de capacidad igual a x’ (en wetros ciibicos), al precio de 2 soles el litro
(de 2000 soles el metro ciibico, puesto que en ui wetro ciibico hay 1000 litros); cueste
2000 x’ soles.

Después de estas compras, le quedan 50 soles se pide expresar la sunia que esta persona
tenia micialmente. Es perfectamente evidente que esta suma depende de x y que 1o se puede
conocer, puesto que x es indeterninado; sin embargo puede expresarse en soles bajo la forma

50 + 6x + 24x° + 2000x’ (1)

Una expresion como (1) se denomima polinomio de una indetenninada (la
indeterminada es x); se representa con frecuencia por P(x), que se lee “P de x” (P es la
micial de la palabra “polinoniio”).

Las compras de una segunda persona llevarian a establecer, por ejemplo, el polimomio:

P,(x) =30+ 2x - 1557 + 50x'

El signo “-” delante de 15 x” significa una deuda equivalente a la suma de 15 x7 soles.
Para otra persona podria tenerse:  Py(x) = 15 - 2x + 2x°, eicétera.

Lo que distingue de los polinomios P, P, , P, , ... , no esla presencia de la
indeterminada x a la potencia I, a la poteucia 2, etc., sino el conjunto de coeficientes:

(50, 6, 24, 2 000) para el primer polinoniio;
(30,2, -15,50) para el segundo polinomio;
(15, -2, 3) para el tercer polinomio.

Para termmar, es posible realizar, por supuesto, operaciones con los polinomios como
P+P, o P. P,

Estas observaciones no llevardn a una definicién algo mds general de los polinomios.
En lo que sigue, x definird siempre la magnitud indeterminada sobre la que se calcula, y los
coefici  entes se indicavdn mediante letras miuisculas como a, b, c, ... 0 -para no agotar
demasiado aprisa el alfabeto - mediante miniisculas afectadas porun indice, es decir, porun
mitmero entero (0, 1, 2, ...) Escrito en caracteres pequeiios en la parte inferior y a la dervecha
de una letra:

a, se lee “a uno” o “a indice 1".

La notacién por medio de indices, que ya nos es familiar, atemoriza a veces a los 1o
matemdticos. Sin embargo, no tiene nada de misterioso: simplemente es un medio cémodo
de ordenar las letras del alfabeto.

Fuente: Iinciclopedia Temdtica - . hgos Vergara.
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Polinomios

7

OBIETIVOS ..
« < Definir’

INTRODUCCION

Citemos un ejemplo sencillo que nos permitird comprender la utilidad de los polinomios en nuestra
vida cotidiana y cémo podran ser utilizados para proyectos més grandes:

Para la construccién de una casa pequefia de apenas una habitacién de “y” metros de largo, “ z”
metros de ancho y con una altura de “x” metros, demandara los siguientes gastos: “a” soles en la
compra del terreno, “b” soles en estudio de la calidad del suelo, “c” soles en la construcciény “d” soles
en el acabado.

Las letras x, y, z, a,b,c,d, sonllamados variables con la cual se tendra un presupuesto total
de la obra que lo llamaremos “H” (habitaci6én), que dependera de dichas variables y lo denotaremos
de la siguiente forma: H(x, y, 2, a,b,c,d).

Estos mismos datos le podran servir a un ingeniero civil para elaborar un proyecto de construccién
de un conjunto habitacional, de dimensiones no necesariamente homogéneas.

i -

et

Es asi como se elaboran los grandes proyectos, que finalmente obedecen a ciertos modelos
matematicos llamados “polinomios”.
Forma de un polinomio: Pi o = apxy'z - axy"
Donde: - X,Y, Z son las variables.
* a,, a, son coeficientes (constantes).

,N+3
P4

69
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Lumbreras Editores Algebra

/ Concepros PRrEvIOs /

EXPRESION MATEMATICA

Es una representacién matematica de nimeros y letras ligados por los diferentes operadores
matematicos.

Asi: 45/n — expresién numérica 2yx-y+3x — expresiones literales
Ejemplos:
+ 3x"+ 32senx + ! . 45sen(nx + 1) + Log(y/x - 3)
© - 16Ge+3)* 4 ( x) v S CRLCIR )
a

« (32 12x)* - dac

NOTACION MATEMATICA

Es una representacién simbdlica de una expresién matemaética que nos permite diferenciar las
variables y las constantes.

Variables Ejercicio para el lector
Son aquellas expresiones que para cada Indicar las variables y constantes en:
problema cambian de valor. Se les representa L R(xy) = 98x Y2y + msen(x-y)

mediante las ultimas letras: x, y, z, .. ‘ )
I M(ab,c) = 3333a" + 222b" + 111c¢V?
Constantes + Log ﬁ(abc)
Son aquellas expresiones que tienen unvalor
fijo para todo problema.

Ejemplo:
Stxys) = Anxy2- 2W2x—y+ 2
.v%'ﬁs §XSYI N yre= Dentro de las constantes, algunas son:

- J' ’ I. Constantes absolutas: = ; 4,3
Constantes 1l. Constantes relativas: g (aceleracion de la

gravedad; depende del radio terrestre)

EXPRESIONES ALGEBRAICAS

Es una expresién matematica en la cual para la variable o variables s6lo se definen las operaciones
aritméticas (adicién, sustraccion, multiplicacién, divisién, elevacién a exponente natural, extraccién de
una rafz aritmética) en un namero limitado de combinaciones de estos.

Ejemplos:
« R(x) =6x-5 . S(xy) = 298 Yy C Mxy) = X223
V2x-y+5
70
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CAPITULO 1l

Polinomios

TERMINO ALGEBRAICO

Es una expresién algebraica previamente reducida donde no se define las operaciones de adicién

ni sustraccion entre las variables.

Ejemplos:

1. S(xy) :-4—x5‘/§
a+b

2. f(r, y,2) =~ 22 Jfxy xy3
y2+1

3. R(x)=2x+1 no es término algebraico

| Partes de un término algebraico
{ Tlene 3 partes, veamos:

exponentes

‘ chyz) —QQ-,__
. Y=

Son tres las partes:
¢ 1. Coeficiente (incluyendo al signo)
1 2. Partes variables

{ 3. Los exponentes de las variables
A »

Ejercicio para el lector
Senale las partes en los siguientes términos:

k(x,y) =-16 Yxy x3y 3
S(x,y,2) :icgvlsxy"'
a+t

Clasificacién de las expresiones algebraicas
Se clasifican tomando en cuenta los exponentes
de las variables (clasificacion por su naturaleza)
Asi:

1. Expresion algebraica racional (E.A.R.)
Siendo los exponentes de las variables
numeros enteros, pudiendo contener a su
vez términos independientes.

Ejemplos:
o Sy)=2x"+3(x-y)?

«  R()=5x"-35xy +42y
>

término independiente

o Ayz) = ax'” + axy + agxyz '

Estas expresiones a su vez pueden ser:
a) E.A.R. Entera

Es una expresién racional, donde para
la variable o variables no estd permitida la
operacion de division.
Ejemplos:
o Qlxyz)=ax®-2x"+ 3xy + 2°

- Ry =mx+(2-Dy+7
. M(ab,e) = (Jx-1)a’- yV?ab- <
n

b) E.A.R. Fraccionaria

Es una expresion algebraica racional
donde se define una divisién que tenga en el
divisor por lo menos a una variable.
Ejemplos:
-16

« Flx,y) = + Xy ox=y
(x-y)?
* G(X?YYZ):732X+
Xyz
. H(a,b,c) - 45x ,_C
a+b a-b

Expresion algebraica irracional

Son aquellas expresiones algebraicas, en
donde se define por lo menos una
radicacién que involucre a las variables.

Ejemplos:

. M) = Yy 22

* S(X,y,z): -—\/—'X,Y\/Z
Xy
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Lumbreras Editores

Algebra
En resumen:
algebraica Sub-divisién Exponegtgs de i,mém,ei”ﬂ 1" Ej_emplq 4
. entera entero (+) o término independiente 3C°-17xz
E. A. racional - -
fraccionaria entero (-) 39y *+z
E. A. irracional fraccionario 16\x-y + 4x %2

Existen otras expresiones que no son algebraicas a las cuales se les llama trascendentes, las més importantes
son:

a. Expresiones exponenciales c. Expresiones logaritmicas
Son aquéllas de exponentes no racionales Definidas por logaritmos.
Ejemplos: Ejemplos:
ﬁ . X, X
o x¥9 X" 6 2 1y, yx-y| . ‘/;+]
. 10x+ 215 Log f; (x*-1) ; Log 5] itn i

b. Expresiones trigonométricas » 427 Log,abc - Log,, X

ue inve a radores . P
Son aquéllas que involucran ope € d. Expresiones de infinitos términos

trigonométricos. Ejemplos:
Fjemplos: R = 4
« Sen(x) ; Cos(t-x) ; Tg(x+y) PO =1 +x2+); * 'Y
. Sent(x- X N 109 I AN ST S
Sen*(x-y) + Cos > 1t 21 3
. Cig(2x+y) + Tgax - HO) = 2. 8.,3.4. ..

CONJUNTO DE VALORES ADMISIBLES (CV.AY) ~

Es el conjunto donde la expresién matematica se halla definida asi:

a. f(x)-= ]—75 Se define para todo valor de x excepto en5
x-

b. gl)=y9-x2enR ; 9-xX*20 < x*-9<0 = (x+3)(x-3) 50 = xe[-33]
= g(x) esta definido = x ¢ [-3,3]

¢.  h(x) = x*+2x-16 se define para todo valor que se asigne a x que puede ser real o complejo

X ‘@hpolinongio. J

72
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CAPITULO 1l Polinomios

 Powonmios |

DEFINICION

Se define asi, a toda expresién algebraica racional entera, que a su vez estad definida sobre un
campo numeérico y en cualquier conjunto numérico para las variables.

Ejemplos:

Pl) =3x+15 ; Qxy) = /5x+y* Respuestas:
¢Son polinomios los siguientes: . . .
L PLO)=17x-2x+1 I.  Si, definido entodo CV.A(R o C)
L QUry)=5x-xy'+2 . Si, definidoentodo CVA.(Ro C)

521 llI. No, puesto que no esta definido en x=0

. R(x)= -E—x" +5x-17

POLINOMIO EN UNA VARIABLE
Es aquella expresién algebraica de la siguiente forma general:
{ . - B
(P00 =agx"+ apx” I, agx!" Zivag ag+0
Donde: Ejemplos:
ag, 4,,a,.....a, ~ coeficientes
x — variable P(x) = 3x + 17x° - xj
n = grado del polinomio Q(x) =5+ 21X - 120 4+ i
a, — coeficiente principal M(x) = -10x" - 2 Fx- 14
a, — término independiente R(x) =8+ 3x° - 2x* + 16x°

VALOR NUMERICO DE UNA EXPRESION MATEMATICA

Es el resultado que se obtiene al reemplazar las variables por alguna constante.

Ejemplo 1 El valor numérico no siempre estd definido,
Sea P(x)=4x+7 dependerd del campo de estudio o de algunas
Hallar el valor numérico de P en x=3 definiciones matemdticas.
Resolucién: Ejemplo 3
Reemplazamos x por 3: 25
P3)=4(3)+7=19 = P(3) =19 Sea H(x) = == + 2x-1
Hallar el valor numéricode H en x =7

Ejemplo 2 Resolucion:

3% 75 Reemplazando x por 7
Sea F(x) = 9 +2x H(7) = 25 2(7)-1 pero 2—05 no esta definido
::‘lslgijcli‘g::?r numérico de F en x=5 - H(7) no existe o no esta definido.

Reemplazamos x por 5:

3 3
FGY = |25 1 265) = | 10410
5.2 3
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Ejemplo 4

5 +x

Sea G(x) = + 2x en R

Hallar el valor numéricode G en x =11
Resolucion:
Reemplazando x por 11

g0 = %a(n):ﬁdz

-4 en R no esta definido
Por lo tanto G(11) no existe o no esta definido

Sin embargo G(11) esta definido en el campo de
los complejos que méas adelante estudiaremos.

Pero

Ejemplo 5

Sea P(x) = 2x*+5x-7

Hallar su valor numérico en x=3

Resolucién:

Reemplazando x por 3

PB)=2. 3"_+5(3) -7=54+15 7=062
54

Ejemplo 6
Si [0 -t [ f3)-1

Bi (D
\ £(4) - £(7)

Hallar el valor numeérico de

Resolucion:
Del dato

f(3)=63+7t3=1 = e3+ngr] . . (OL)
Se pide

QT
CaRAy oy

En la expresién:
P(x+1,y-3) = 2x-y
Las variables son x+1 A y-3

Ejemplo 7

Si G(2x~-1)=4"+8x-5
Hallar el valor numéricode G en 2
Resolucion:

Sea 2x-1=2 = x=3/2

Luego
3
I 1]-4248 315
2) | 2

= G(3-1)=y4¥.4.3-5=15
S G@)=15

Ejemplo 8
Si hix, y-1,2+3) = 4x-3y+yz
Hallar el valor numérico en (1, 3,5)
Resolucién:
Las variables tomardn los valores:
x=1, y-1=3 y 2z4+43=5
esdecir x=1, y=4 y z=2
Reemplazando h(l, 3, 5) = 4(1)-3(4)+4(2) \

h(1,3,5) =4-1248 =0

TEOREMA

Dado un polinomio P(x):
I. La suma de sus coeficientes se obtiene
reemplazando la variable por 1

- '\_‘Pnar =T 4% DI|\]
| e r 7

| L, v

lependiente se obtiene

ariable por cero

P(x) = P(0) I

e
24*“4‘37_3}7 \Je“(l—e3)+n‘(1An3)

Pero | e® ==

II. Su término inc
reemplazando suv

3.3
y Inwi=e T.ind.

Luego
31 3]
e+ 7 | (e+m)
3 Ejemplo 1
\l e'n® + nled \J e*n(e ' ) jemp
3 I Sea P(x)=6x"+4x-15
)+4(1)-15=-5 = = — L. XCoef: P(1)=6(1
\ 33 n; en .
+4(0)-15=-15 i.  T.ind: P(0)=6(0)
74
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Ejemplo 2

Sea g(x) = (2x-1)*"-3x+1

L Y.Coef: g(1)=(2(l)—1)6°-3(1)+1 = -]
I. T ind: g(0) = (2(0)- D*-3(0)+1 =2

Ejemplo 3
Sea h(5x-3) = 4x+5
.  XCoef: 5x-3=1 = x=% reemplazando
h)=4{ 3] +5=18,5- 4L
5 5 5
. XCoef: kil
5

. T.ind: 5x-3=0 = x=3/5 reemplazando
ho)=4[ 3} 5-12,5-37
5 5 5

~ T.ind = 37
5
CAMBIO DE VARIABLE

Corolario:

En un polinomio de més de una variable:

I. La suma de coeficientes se halla
reemplazando cada una de las variables por
el namero 1

1I.  Su término independiente de las variables
se halla reemplazando cada una de las
variables por el niimero cero.

Ejemplo 1

Sea S(xy) = (@x-y)® + (x+y)*

. XCoef =S8(1,1) = 2(D)-1P+(1+1)'=1+2*
Y.Coef. = 17

II. T.ind. = $(0,0) = (2(0)-0)° + (0+0)' =0

. tind. =0

Ejemplo 2 (Para el lector)

De S(x-1; 2y+3) = dxy + (x-y)*

halle su término independiente y la suma de
coeficientes.

Propiamente debe llamarse composicién de funciones dentro de un conjunto de valores admisibles.
Consiste en reemplazar una o mds variables por otras.

Ejemplo 1
Sea f(x)=4x+3 ; hallar f(3x-5)
Resolucién:
Reemplazar x por 3x-5
f(3x-5) = 4(3x-5)+3=12x-20+3

. f(3x-5) = 12x-17

Ejemplo 2
Sea f(x-1) = 19x+1 ; hallar f(x)
Resolucién:
METODOS :
I. Cambio de variable
x-1=y = x=y+1 reemplazando
f(y) = 19(y+1)+1 = 19y+19+1
Luego f(y) = 19y+20
Cambiando y por x se obtiene:
f(x) = 19x+20

II. Formar la variable en el
miembro
fx D=19%+1=19%-19+20

segundo

fGe-1) = 19 (e- 1) + 20

fy) =19y +20
Cambiando y por x se obtiene:
f(x) = 19x+20

Ejemplo 3

Sea f(x-5) = 4x+9, hallar f(2x+1)
Resolucién:
f(x-5)=4x +9 =4x - 20 + 29

=4(x - 5) + 29
Reemplazando x-5 por 2x+1
f@2x+1) = 42x+1)+29 = 8x+33

oo f(2x+1) =8x + 33
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Ejemplo 4
Sea h(x*-x) = x+5, hallar h(x+1)
Resolucién:
Iro. 2do.
Ser4 en 2 pasos: h()x®-x) = h(y) = h(x+1)
Haciendo x*-x=y = x*-x-y=0
x= 1+y1+4y

2

ro. h(y) = L% 2l+4y+5 ) 11t,2/1+4y

. h(y): ]]1"2}11”4}’

2do. Reemplazar y por x+1

here1) = NEVTAGD l]t\2/4x+5

2

GRADO DE UN POLINOMIO

o h(ee]) = ALEVACS

Ejemplo 5

Si fO7-4x)=3x+1

Hallar el mayor y el menor valor de f(5)
Resolucién:

Sea X-4x =5 = xX*-4x-5=0

Es decir (x-5)(x+1) =0 = x=5 6 x=-1

I Six=5 = f(5)=3(5)+1=16
I Six=-1=f(5)=3-1+1=-2

f(5)=16 ;
mayor N

f(5)=-2
menor

Se define como una caracteristica exclusivamente para los polinomios, relacionado con los

exponentes de sus variables.

Los grados se clasifican en:
1. Grado relativo (G.R.)
" Es representado por el valor del mayor
exponente de la variable en referencia
Ejemplo

P(x,y) = 45x'y*~ 2xy"+nx'y
Luego GR, =10 y GR, =7

2. Grado absoluto (G.A.)

Se define como el grado de un polinomio:

. Para un monomio.- Se obtiene
sumando los grados relativos.

II. Para un polinomio de méds de un
término se obtiene como el mayor
grado absoluto de los monomios que lo
conforman.

Definicién: El grado del término

independiente es cero.

Ejemplo 1
Sea f(x,y,z) = -63x°y’z
Luego GR,=9, GR,=5 y GR, =1

- GA() =9+45+1 =15

76

Ejemplo 2

Sea h(x,y) = 5y°+4x%y- J2x7y’

Los grados absolutos de los monomios son:
5, 10 y 12 respectivamente

Luego G.A(h) = 12

Ejemplo 3
Hallar el grado relativo a “x” en el
polinomio

3
Plx,y) =yx"°- 14x "3y + a2y’ "
Resoluciéon:
Como P(x,y) es un polinomio, los

exponentes de las variables deben ser
enteros y positivos.

Pero (—?’—)EN, si n=6 6 n=8
n-5

«Si n=6 = (7-n)eN

+8in=8 = (7-n)¢ N

. n=6 (dnico valor)

Luego P(xy) = Yo 14+ f2xy

De donde G.R, =3
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Ejemblo‘l
Sea
Pxy) = x*  + ﬁy(aa r" +16yp

donde G.R, =G.R =16
Hallar el valor de “a’

1. El grado se define como el exponente de la
variable de coeficiente no nulo.
Ejemplo:

Resolucién: P(x) = 3xy < GR.=5 < y=0
Por dato
N N 2. Si no se especifica el tipo de grado se
a® _ (,a®ya"® _ ao'n7e a® _ _a" sobrentendera que se refiere al grado absoluto.
a a = a = a g
= a"=n = GR=n=16 = a='{16=12
POLINOMIOS ESPECIALES
Son aquellos polinomios que obedecen a ciertas caracteristicas y de acuerdo a ello son:
1. Polinomio ordenado
. TEOREMA
Se dice ordenado respecto a alguna de sus
variables cuando sus exponentes sélo Dado un polinomio completo en unavariable, el
aumentan o disminuyen (ordenado namero de términos es igual a su grado
E . aumentado en 1.
creciente o decreciente).
Ejemplos:-
« P(xy) = 2x+xy+65° ; Ejemplo:
es creciente respecto a x P(x) = 2 +X°+2x- Jrx'+4°+ ({2~ 1)
Qlxy) = \/§x7+nx3y“+5ay” Vemos que es de grado 5 y tiene 6 términos
es creciente respectoa y,
decreciente respectoa x TEOREMA
M(x) = x* - 2x* + 8x" no es ordenado ) .
Si un polinomio es completo y ordenado respecto
N a una variable, se tiene que los grados relativos a
esa variable de dos términos consecutivos difieren
2. Polinomio completo en la unidad.

Llamaremos completo respecto a alguna
variable si existen términos de todos los
grados incluyendo el término independiente,
hasta un grado determinado.

Ejemplos:

. P(x) =2 5+2x+7x°
es completo de grado 3

I Qxy) = 4x-2y"+5x%y +x°y"- 9xly?
es completo respectoa x yrespecto a
y es de grado relativo 4.

Ejemplos:
. P(,)=4x@§— 532 Exa)+16
2. Qu=12+ 3x£— nx£+ 170~

u »

3. Halle el valor de
completo y ordenado

P(x) =(a2+3)+(a-1)x2" 527,
Rpta:a = 2

si el polinomio es

3xa272
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Polinomio homogéneo

Un polinomio de dos o mas términos y dos o
mas variables es homogéneo si cada término
tiene el mismo grado absoluto.

Ejemplo 1
P(x, y) = 45x% - 22xy° + 2x°y?
GA=7 GA=7 GA=7

Diremos que es homogéneo de grado 7 o
grado de homogeneidad 7.

Ejemplo 2
Si  K(xy)=ax’y"+bx*'y es homogéneo,
hallar a-b
Resolucién:
[. Por ser polinomio
b:1 y a-1:1
IL. Por ser homogéneo
5+b=a-1+1 = a-b=35

Términos semejantes:
Dos o mds términos no nulos son semejantes
si s6lo difieren en los coeficientes.

Ejemplo 1
t,0cy) = 42xy

Lly) = 3xY
tey) = (2-1)xy

\
Diremos que t,, t,, t; son semejantes

Ejemplo 2
Si M(x,y) = ax*'y* y N{xy) =bx’y"** son
semejantes. Hallar a+b
Resolucion:
Se debe cumplir
a-1=5 y b+3=9
a=6 y b=6
a+b=12

En este problema se hallaqueM y N
 son semejantes e iguales.

Polinomios idénticos

Dos o maéas polinomios en las mismas
variables son idénticos, cuando tienen los
mismos valores numéricos para cualquier
valor que se asigne a sus variables.

Ejemplos:

. Py) = (x+y)-4dxy

+ QUxy) = (x-y)
Reemplazando “x” por a e “y”
tendremos:

P(a,)b) = (a+b)*-4ab = a’+b*+2ab-4ab

= a’+b?-2ab = (a-b)®
Q(a,b) = (a-b)’

por b

Vemos que P y Q tienen el mismo valor
numérico para un determinado valor de x e
¥, yse denota por:

P(x,y) = Q(x,y)

P y Q se llaman idénticos.

TEOREMA

Dos polinomios en una variable y del mismo
grado de la forma:

P(x) = a,x" +a,x" "' + a,

QG) =byx" + b, x* ' + b,

Son idénticos o iguales si y solo si:
a,=b, , a,=b, ;

Ejemplo 1
Si ios polinomios:
P(x) = 3%+ (a- Dx+c
Q) = b+ 1D +7x-4
Son iguales o idénticos. Hallar (a+b-c)
Resolucién:
Como son idénticos tenemos:
3=b+l, 7=a-1y c=-4
Esdecirb=2 , a=8 y c=-4
~a+b+c =6
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Ejemplo 2

Sea P(x) un polinomio de tal manera que:
P(P(x)) = 4x+5

Halle la suma de coeficientes de P(x)
Resolucion:

Como P(P(x)) es de primer grado = P(x) es

también de primer grado
Sea P(x) = ax+b
Luego P(P(x)) = aP(x)+b = a(ax+b)+b
= a’x+ab+b
Por igualdad con P(P(x)) = 4x+5, tenemos:

a’=4=a=2 6 a=-2
Ademés b(a+1)=5 = b=% 6 b=-5

11

~ atb=2+53= 3 6 at+b=-2-5=-7

Ejemplo 3
Si los polinomios:
P(x,y) = (a-5)x*+(a+b)x**®y+cy !
Qlxy) = 4x +3x"y+cy* 3
son idénticos
Halle el valor de [(a-b)+(c-n)] + P(1;2)
Resolucion:
Por ser idénticos:
(a-5x*=4x' = a=9
(a+b)x**®y =3x"y = a+b =3
Reemplazando el valor de “a”
9+b=3 = b=-6 y n=b+8

b=-6 y n=2
Ademas cyf = oy’
Entonces c-1=2¢c-3

De donde
(a-b)+(c-n) = 9-(-6)+(2-2) = 15
Luego Plx,y) = dx'+3x%y+2y ;

si x=1y y=2
Evaluando P(1,2) = 1+3(1)(2)+2(2)
Luego P(1;2) = 11

* (a-b) + (c-n) + P(1,2) =26

15 i

Polinomio idénticamente nulo
Un polinomio es idénticamente nulo, si sus
valores numéricos para cualquier valor o
valores asignados a las variables resulta ser
siempre cero.
Se denotapor P(x,y) =0
(P(x,y) es idénticamente nulo)
Ejemplo:
P(x) = (x+2)*-(x-2)*-8x
Vemos que si x toma el valor de a,
tenemos

P(a) = (a+2)’ - (a-2)* 8a

— ————
(8a)
P(a) =8a-8a = P(@)=0 vacR®R
PX) =0

TEOREMA

Un polinomio de la forma:

PX) =ax"+ax"'+..+a,
es idénticamente nulo, si todos sus
coeficientes son cero, es decir:

Ejemplo:
Si P(x) = k(x- 1) + r(x-2)* + ¢ + x es
idénticamente nulo, halle ﬁ
r

Desarrollando y ordenando
P(x) = k(x*-2x+1) + r(x*- 4x+4) + ¢ + x

= (k+Dx* - 2k+4r-x+k +4r+c¢
Serd idénticamente nulo si

K+r=0 = K= -1 cvvvrvirvrres (1)
2k+4r-1=0 = -2r+4r=1 ....... @)
De las ecuaciones (1) y (2)
1 1
Y= , k=-—

2
Ademas

2
1 1
k+tdr+c=0 = c=-) —|-4| -
3)4(3)

Luego c:l—2 = c=—§
2 2

Por lo tanto

1.3
2 2

kvc
r

MI""‘MI‘-&
]
L

L
2
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Preblema1
Hallar la suma de valores de “n” para los cuales la
expresién

10-2° 12z
P(x,y) =4x 2 -3y 2" es un polinomio
Resolucién:
Por ser polinomio
10-2 ¢ N vy 128 N
2 on

Sélo se cumple si n=1,2,3
Yn: 1+2+3 =6

Problema 2
Hallar el mayor valor natural de n de modo que
la expresién:

P(X) = M

Sea equivalente a una expresién racional
fraccionaria.

Resolucion:
Nos interesa el exponente de "x”

ln20)+ L - Xnsy- Loy o
E(n 20) 5 4(n 8) ]2(2 n)=E

4(n-20) +2-3(n-8)- (2-n) _
12

E

2n-56
12

y como P(x) es racional fraccionario
2n-56 €7 - n-28
12

Simplificando E =

Entonces ( cZ”

28—n=§ “ n =22 mayor
Problema 3
El término independiente y el coeficiente
principal de
P(x) = (2 + 5 - 3x)(x+n+6x).
O+ 2 + n+ D-52"+10x" Y
son iguales. Hallar el grado de P(x).

80

Resolucién:
Si P(x) es polinomio; {(n-1) ¢ N, se tiene:
I Sutérmino independiente P(0)
P(0) =5.n.(n+1)(-1) =-5n(n+1)
1. Coef. Principal: 1.6.2.(-5) = -60

De () y () (pordato)
-5n(n+1) = -60 = n(n+1)=12 = n-=3
Luego, el grado de P(x) es
2+4n+4+n = 2n+6
Como n=3
- Grado de P(x) =2(3)+6 = 12

Probloma 4
De F(*-4x) = x-2, hallar F(x)
Resolucién:
Sea  x-dx=y = X dx+4 = y+4
= (x-2) =y+4 = x=2x/y+4
= F(y) =2y 4-2 = /y+9
Reemplazando x por y ; F(x) = im

Problema 5

Si P(P(P(x))) = 8 + 7, halle P(x)

Resolucién:

Como P(P(P(x))) es lineal

= P(x) eslineal; sea P(x) = ax+b

= P(P(x)) = aP(x)+b = a(ax+b)+b

P(P(P(x))) = a(P(P(x))) + b

=a(ax+ab+b)+b
=a’x+ab+ab+b

b(a’+a+1)
Dedonde a’=8 vy b(a®+a+l)=7
Entonces a=2 y b=1
P(x) = 2x+1
Problema 6

Siendo F(x"+1) =x-1/1(3) = -7/8, hallar "n”

Resolucién:

Sea x"+l=y =x = ny»l

=F@) - VW-i-1
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De donde
F@3) = V211 = —% (Por dato)

Preblema?7

si Pl 1| =a+3a+a » FO)=ax+1
F(x)

hallar P| - l)
2

Resolucién:
Se quiere que 1 es decir
F(x) 2
1 J o ati=2-ar=-3
ax + 1 2

Luego P(—%) = afax) +3a+1

-3
1
Pt -—| --3a+3a+1
&
s P(-172) =1
Preblema 8

Si f(x) es un polinomio definido por:
f2v-1) = f(2x)+{(1) ademaés f(0) = 2,
calcular {(3)
Resolucién:
Sixyx=1

= (1) =fR)+f(1)= f2)=0

o 3
MX= —
2

= {(2) = (3) + (1)
f(3) = -f(1)

4

1
X= —
2

= f(0) = f(1)+f(1) =2 = 2f(1) = f(1)=1

= f(3) =-1

Prehiema 9
En el polinomio
Plx+1) = (3x+2)"(5x+7)*(4x+7)
Se observa que
"3Xoé1. ="345 veces &l fermino’ independiente
Calcular el valor de n

Resolucién:
I. XCoef = P(1)
Six=0

= P(1)=2",7%.7=2",343
[I. T.Ind. =P=(0)

Six =-1

=P0) = (-D".(-5+7% (-4+7) =2°.3
Pordato 3(2". 343) =343 .2? .3

" n=1

Probiema 10
{Cuénto hay que agregar a
P(x,y) = 3x'+5x*- 2%
para que sea un polinomio homogéneo y
completo con respecto a x, y la suma de
coeficientes sea 21?
Ademas P,(2;1)=114/P,(x,y) es el polinomio
resultante.
Resolucién:
El polinomio a sumar es ax’y+by*
Luego P,(xy) = 3x*+ax’y-2x*y*+5xy+by*
I. 3+a-245+b =21

= a+b=15 ....iiiiiiiiiiii (1

I P2,1) =32 +a.2%(1) - 22912+ 5(2). 1°

+b.1"=114

= 8a+b=64 ..............e..... @)
De() y (2) a=7 ; b=8

.. Se agregara: 7x’y + 8y*

Problema 11
Si g(x) =M ~x?ox-1
Resolver
8e-g@0..) =22 L ine N

@2n+1)
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Resolucién:
Efectuando

o) - XL e o)

3.x%41 x+1
W= - g0 -
8 -1 8 x-1
Luego
x+1 i1 x+l+x-1
ggoy =21 - xol _ Zx
x+1 1 x+1-x+1 2
x-1 x -1
ycomo (2n+1) es impar
8(g . (30))) = gl = X!
x-1
o X+l i} ax+b+1
x-1 ax-b+l
Aplicando proporciones
22{: 2a;b+2 - br=ax+2 = x(a-b) =2
2
X s
a-b
Prehlema 12

Dado el polinomio homogéneo
POey) = m% ™" + nx?y® + mx Sy ™" "
Hallar la suma de sus coeficientes.

Resolucién:
Si es homogéneo

m" '=2+6=6+m™""
o] T
___@___1

De (1) m""=8..... D
De (II) m*"=2..... (¥}
De(1)y(2) m*™ =4 = m=2
En (2) 227 =2 = n=-1
. Y.Coel: m*+n+m=2>-142=5

Preblema 13
Hallar el valor de “n” para que el equivalente de

X gt

¥ s x 20

x. 4\/x"‘2

sea de quinto grado.

M) =x .

82

Resolucién:
Buscando el exponente de x en M(x)

l+l n-l+£—n—‘2 =5 (Dato)
3 2 4
Efectuando n-1 LA_n2, 12
2 4
Por4 4n-4+2n-n+2 = 48 = 5pn =50
. n=10
Preblema14

Si al polinomio

P(x,y) = nx™P + mx™ 'yP 3 4 50
le restamos 12x%* su grado absoluto disminuye.
Hallar m+n+p

Resolucién:
Si el grado disminuye es porque
™" esiguala 12x%*

Entonces
n= 12 N m=3 y p=4

. m+n+p =19

Problema 15
b
Calcular Yab VS si el polinomio

PO)=5+x2""154 3x@ "1 ygya 1y i

Donde n=0 y b>0

es completo y ordenado, ademas tiene 4a°

términos

Resolucién:

Como el primer término es constante el

polinomio sera ordenado ascendentemente
a®-15=1=a=2

P(x) tendra: 4(2%) = 16 ; 16 términos

Por propiedad b*-1 = 16-1 = b=4 (ver pig. 81)

4
Luego lopedido Y2 4 3 = y2° 2 =2
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CAPITULO Il

Polinomios.

Preblema 16

Luego de reducir la expresién
1-n

2+
E(x) = (n I " xn” ]") ; neN- {1}
x>0 y x =1
resulta una expresién algebraica que a su vez se
clasifica como
Resolucién;
Utilizando las leyes de los exponentes

2 I-n
(n +I[Xn“"*l+n" l71)

Luego

2 I-n
n*+1 n“( n2+l)
E(x) - x n —xn" L (ED)

pero n" '(1-n) seré siempre entero negativo, si
n=2 y neN

E(x) es una expresién algebraica racional
fraccionaria

Problema1]
Sea P(x) un polinomio de tercer grado que
curmnple la siguiente condicién
P(x-1) - P(x) = -2x(3x+2)
luego el coeficiente de su término cuadratico es
Resolucién:
Sea P(x)=AC+B*+Cx+D
De P(x)-P(x-1) = 2x(3x+2)

L. Si x=0=PW0)-P(-1)=0
Es decir D-(-A+B-C+D) =0
Luego A+C=B...... (o)

I Six=1=P(1)-P(0)=2B+2)=10
Es decir (A+B+C+D) - (D) =10
Luego A+ B +C=10..... ®

(@en(B) B+(A+O) =10 =2B=10
B

=B =25
. El coeficiente del término cuadréatico es 5.

Prohiema 18 .
Sea  f(x+1) =x?+1, calcular la suma de
coeficientes de ¢(x) si se cumple que
dx-1) = f(x+3) + f(3-x)
Resolucién:
Scoef. ¢ = (1)
en gplx-1) = f(x+3) + f(3-x)
x=2=¢(1) = £(5) + (1)
en f(x+1) = x2+1
Six=4=f(G) =@+ 1=17 ............ (B
Six=0=f(1)=0+1=1
De (B) y (y)en(w)

o) = f5) + (1)

17 1

Lod(1) =18

Problema 19
Si F(x)=3x-2

Hallar F(F(F... (F(x ))...))
TV
10 paréntesis
Resolucion:

1 Paréntesis F(x)=3x-2
2 Paréntesis F(F(x)) =3F(x)-2 = 3(3x-2)-2
= F(F(x) =3%-6-2 =3%- (3*- 1)
3 Paréntesis F(FF(x)) = 3(F(F(x)) =2
=3[3%- (3> 1] -2
=3 - (3°-3+2)

=3x-(3*-1)
Por induccién
F(F(F(... F(F(x) ...))) =3%-@3"-1
10 paréntesis
Problema 20

Sea el polinomio

P(2x-1) = Gx-1)™ + x+1)™ - 2x+1
¢Qué valor toma “m” si se cumple en el
polinomio que la suma de coeficientes y su
término independiente suman

24+ 3] amo
2

Ecoeﬁ + Tind, =24+ (g) +2M . (a)

P(1) P(0)

Resolucion:
Dato
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Polinomios

Problema 25

De la expresi6n P( *i) =x 9V ox 1998 4
-

hallar el valor de  (P(3))"* "

Resolucion:
L X ox=0
x-1
Si x=0 = P(-1) = 0-2(0)+4
=P =4
L Xl s o o9
x-1

Si x=2 = P(3) = 2'%-2.2'%+4
=P(3) =4

Luego lo pedido es (P(3))"' " = 4' = 256

Problema 26
Sea f(x) un polinomio que cumple con
fx+1) = 3f(x)-2f(x-1)
Ademas f(4)=1 y f(6)=4
Calcutar f(5)
Resolucion:
Evaluando en x=5 se tiene
f(5+1) = 3f(5)-2f(5-1)
= {(6) = 3f(5) - 2f(4)

4 1
= 3f(5)=6 = f(5)=2

Preblema 21

Calcular el grado del polinomio
8

Plxy) =4x™2+xy " +y
Resolucién:
Por ser polinomio
n-2 >0y 4-n>0
Esdecir n>2 y n<4
- -

4-n

n=3

8

Luego P(x,y) =4x+xy2+y
= 4x+xy'+y

= El grado del polinomio es 5

Problema 28
Sean los polinomios idénticos
A) = (a+b)x?+(b+c)x+a+c

1% | e
aZ+b2+c?
(a+b+c)?
Resolucién:

Por ser idénticos

a+b :2,/abc.L
Je

Calcular S=

a+b=2/ab
Luego a=b
Andlogamente

b+c = 2\/ab — =b=c
a+c:2\/abc-6 = g =C

dedonde a=b=c

. 3a? 1
Luego en S, se tiene = =
(3af 3

Problema 29

Sea el polinomio P(x)=x*+px+q de coeficientes
naturales y de suma minima, que verifica las
siguientes condiciones:

.  P(3) es divisible por 6

II. P(4) es divisible por 7

IIl. P(5) es divisible por 10

Hallar el polinomio P(x)

Resolucién:
Condicion p+qes minimo ; p, q eN
I. P(3)=9+3p+q= 6 = q=3 e o

II. P(4)=16+4p+q= 7 n
. P(5) = 25+5p+q = 10

[$,}

Delyll q=15= g =1

Reemplazando en (11)
16+4p+15=7 = 4p+31=7
= (4p)min = 32 = pmin = 8

- P(x) = x2+8x+15

85
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I Six=1
= P(1) = 4™+3™-241 = 443" |
I Six= 172

Entonces

- {1 )
- (%)2

En ()

giam o1 3] om 2 og o 3] e
2 2

= 3M44" =25 = 5°

s m=2

Problema 21

Determinar el término central del polinomio
P(x) = nx-(n- D2+ (n- 2)x°+...x"

sabiendo que la suma de sus coeficientes es 153

Resolucion:

Recordemos que >.Coef. = P(1)

=n+{n-1)+{0-2)+ ... +2+1=153

A S
'l

a1l 53
2

= n(n+1) = 17 x 18
como tiene 17 términos, el central serd el término
del lugar 9, pero cada término es de la forma
ax® ; a+b=17+1
oty =9

Probiema 22
Sea el polinomio P(x+1) = x*+1
si el polinomio H(x) se define asi

P(x-1) + P(x+1) sixz1
H(x) =

P(x) +P(-x) six<l
Determinar H(0)+H(1)
Resolucion:

I.  H(0) como x<1
= H(0) = P(0) + P(-0) = 2P(0)
=2(0°+1) =2

84

II. H(1) como x> 1
H(D) = P(O)+P(2) = (O*+1)+(2°+1) = 6

. H(0) + H(1) =8

Probiema 23
Si ft,.,)=f(t)-1{ty)
f(ta) = f(tb). ea®
donde {xy,ab}cZ; » 2<e<3
Calcular f(t0)4 f(tl) e f(tn)
Resolucioén: .
De f(ta):f(tb).ea‘b
f(ta): ed _ M) =2e®
ft,) e® f(t,) = 2e® ; A -0

de la condicién

f(t,.,) = f(t,) . F(t,) obtenemos
rettt=je* peb = A=1
=) =¢e r f(t)=¢°

luego f(t) +f(t) + ...+ f(t)
o 2 e"" 1
=eltel+e’+ .. +e"
e-1
n-i
SR ) .. g = &
e

Prohlema 24

Del polinomio de grado 11
P(X,y) - 35Xn+3ym+2+xn+2ym 3

se tiene GR,-GR, =5

Luego 2m-+nes:

Resolucion:

En Plxy) = 3x"3ym? 4 x"2ym?
GA=m+n-1

Dato m+n+l =11 = m+n=10 ....... ()
Ademds GR,=n+3; GR, =m-2

Pato (n+3)-(m-2) =5 = m=n

En(x) 2m =10 = m=n=5

G.A =m+n+1

so2m+n =15
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Problemas Propuestos

1.

w

Si H(H(x))=4x-3 ; H(x)=ax+b y a>0
Sefialar el valor de verdad de las siguientes

proposiciones:
. Lasuma de coeficientes de H(2x-1)
oesty
II. HG)=17
III. El término independiente de H(3x+1)
es -3
A) VWV B) FFF C) VFF
D) FVF E) Fw

Sean los polinomios

P(x) =2x-15 y Q(xy) = 2x +3y - 2
Hallar el término independiente del
polinomio H(t) ; H(t) = Q(P(3), 3t-1)

A)-5 B) -15 C)-2
D) 1 E)7

En el polinomio
P(x-2) = (x+2)° - 3(x-1) + mx+5

se cumple que la sumatoria de coeficientes y
el término independiente suman 200; segtn
ello establecer el valor de verdad de cada
uno de las proposiciones:

I. El término independiente del polinomio

es 129

[I. Lasuma de sus coeficientes es 71

. PR2)=6%+4

A) VW
D) VFF

B) VFV C) VVF

E) FFV

Sea f(k(x)) = x(x-2)"'
Determinar el valorde k (f

f(x) = (x+2)x !
4))
A)?2 B) 4 05
D)8 E) 15

SeaP(x) = (@ - T)x* + a® + a> + 1 un
polinomio ménico ; (aeR)

Hallar el término que no depende de la
variable.

A)2 B)5
D) 17

c) 10
E) 26

En el polinomio
P(x) = (1+2x)" + (1+3x)"
La suma de coeficientes excede en 23 al
término independiente.
“Segtin ello establecer el valor de verdad de
las siguientes proposiciones: .
. El polinomio P(x) es de grado 2
II. Lasuma de sus coeficientes es 25
III. El término cuadratico de P(x) es 12x°

A) VW B) VFV C) VVF
D) FW E) FFV
Si la expresion

S = [(Xn—2 )3 'x2n73]2'x4

((cm)?xt)®
se reduce a un monomio de segundo grado,
hallar el valor de n.

A) 1 B)2 Q)3
D)4 E)S

Si el polinomio

P(xy) = (a2+1)x32‘2y“+ (a+1)x* 'ya?"]
es homogéneo, hallar la suma de sus
coeficientes.

A) 16 B) 13 C) 11
D) 4 E) 22

En base a los polinomios idénticos
P(x) = (m-5)x* ! + (n-3)x"?

QW) = %x" 24 (3-m)x’
Establecer el
proposiciones:

I. Lasuma de sus coeficientes es 0
II. Sonde grado 7

valor de verdad de las

[il. Elvalorde es 0,125
nZp?

A) VW B) VVF C) VFV

D) VFF 1) FVW
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Polinomios

10.

11.

Dado el polinomio
P(x) = x(ax® + bx® + cx + d) donde se
verifica P(x) = P(1-x), calcular 2a + b.

A)3
D) 1

B)5 -4

E)0

Si la siguiente expresién maternatica es un
polinomio

Ply2) = (a-b) Yx® + (b ) Yy © + (c-a) Yz 2,

12.

13.

14.

establecer el valor de verdad de cada una de
las proposiciones:

1. P presenta 3 términos

II. P es un polinomio homogéneo

IIl. P es idénticamente nulo

IV. P es de grado cero

A) VWV
D) FFVF

B) VFWV C) WFV

E) FFFF

b
Calcular el valor de \/ab VS si el polinomio

P(x) = 7+xaza,|5 . gx@Dba g 2al b2
talque n=0 y b>0, es completoy ordenado
de 4a* términos.

A7
D)3

B)6 C)4

E)2

Si al polinomnio

POxy) = nx™y? + mx™ 'yP '+ x" 8
le restamos 10x’y' su grado absoluto
disminuye. (Cuénto vale el menor de los
grados relativos?

A0
D)3

B)1 C)2

E) 4

2 , si el polinomio
a®

PO =(a*+b-c - 10)x2* +(c-b+9)x 2’
es idénticamente nulo.

Hallar el valor de a® +

A)2
D) 4

B) 1 0o

E)3

15.

16.

Dada la siguiente identidad:
2x+5)-(x-1)7 = (P +9x+18)A(x) +ax+b
donde A(x) = ay"+ax! +...+ ag A a,#0,

determinar a + -E .

21y, LI 2
A) 3(4 1) B) 2(4 1) © 3(4 1)

D) _;(47‘ 1) E) 4325

Si el polinomio

M(x,y) = (a+b-c-d)x®+(b-de)xy+9(b+c-a-e’)y

17.

18.

19.

es idénticamente nulo, calcular
2

g-4° 9 6a
b e2 C

A) 15 B) 16 C) 18

D) 13 E)9

Calcular el valor de m+n con la condicién de
que el polinomio
P(x,y) - x?m+n 4ym+n+2 +

x2m+n Sym+n+! + x2m+n Zym+n
sea de grado absoluto 28 y la diferencia de
grados relativosa x e y seaiguala®6.

A) 17
D) 10

B) 15 013

E)9

Calcular el grado de
A(x,),2, ...) = 3xy°z" w® ... de 10 variables

A) 528
D) 840

B) 670 C) 720

E) 936

En el polinomio homogéneo

b
P(ry.z) = Gy " y®® P aaze,
calcular a+b+c¢

A)4
D)9

B)S5 Q7

E) 15

87
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20.

21.

22,

23.

88

Si f(x)= ﬁ{l— ,hallar f(2x) en términos de
-

f(x).

A) 6f(x) 3f(x) 6f(x)
f(x)-2 f(x)+3 f(x)+3

D) 6f(x) E 1
f(x)+3 f(x)

Sabiendo que P(x) es un polinomio de grado
“n” completo y ordenado en forma
descendente, donde ademaés se cumple que
la suma en cada término del coeficiente con
su exponente respectivo es n+1, hallar el
polinomio evaluado en A si
a’ b? c?
= + +
(a-b)(a-c) (b-c)(b-a) (c-a){c-b)

A) n B) (n+2)(n+1)
C) (n+1)2(n+2)
D) n(n+1) E) n-3
2 2
Si al reducir n

P(x) :(x+1)(x—1)-u ;o x=0
x

resulta un polinomio completo, iqué se
puede afirmar de

JGO) = (20 )+ 3x - 4x Sy 9
A) Es homogéneo B) Es completo
C) Es ordenado

D) Es un monomio E) Es un trinomio

Sea la expresién matematica

FG0) < —%— yi-x2

2 X

; xe {-1;0;1}

1-x

Determinar m (m e R"), si se cumple que
f(A)=2 cuando

N L R
2 \4 m?

B) 49 02

E) 7

A)-2
D) 4

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Dado el polinomio que posee grado absoluto

igual a 33

P(x,y)zzxayaﬂ + 5x2aya+3 _ axa 6ya+7 +
7X2aya+2’

calcularel GR, y G.R, respectivamente.

A)10;23
D) 10; 11

B)20;12 C)20;17

E)14;10

En el polinomio

P(x) = 6ax™ + 5ax™ + 4ax™ + 3ax™
+20ax*+a,

calcular el valor de a, si se cumple que la

suma de coeficientes es igual a su término

independiente incrementado en 76.

Al B) 4 02
D)3 E)5
Calcular la suma de coeficientes del

polinomio completo y ordenado
P(x) = ax® + bx" + cx® + dx® +abed ;
azb#c=d

A) 24
D) 34

B) 44 C) 1o

E) 14

Si el polinomio se anula para mas de 2

valores asignados a su variable

P(x) = (ab+ac-3)x* + (ac+bc-6)x
+(ab+bc-9),

hallar abc(a+b)(a+c)(b+c)

A) 160
D) 162

B) 163 C) 161

E) 164

Si el polinomio
(n"- 1)y + (m"-2)y = - % Xy +62y,

calcular 64m-n

A)-3
D) 20

B)-2 C) 30

E) 10

Calcular los valores de m y n para que el
polinomio sea completoy n>p
P(x) = (2+n)x™* +5x7+xP ™4+2x"

A)0; 4
D)1;2

B)2;3
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30.

31.

32,

Si el polinomio completo es de (4+a)
términos
P(x) = 2ax®+(2a- Dx* '+(2a-2)x™ *+....

hallar el valor de “a” .

A)O B)3 Ot
D)2 E) 4
Calcular H(3) a partir de

H() = F(x+1) + G(x-1)
donde F(x-1)=x+x+1 y
Glx+1) = x*-2x+2

A)4
D)8

B) 16 C) 32

E) 35

Del polinomio

P(.X,y) = 35xn+3ym 226 a + xn+2 3
GA(P) =11 ; GR, - GR, =5
Luego 2m+n es

A)5
D) 25

B) 15 c) 10

E) 12

Sabiendo que F(x)=-x*+x+m y

G(x)= x+3,
hallar m de tal manera que
F(G(F(2))) = -1

Indicar el mayor valor.

A) 2 B) 0 a1
D)-1 E)-2
Si P(x)=x

PIM(x)+G(x)} = 4x+6
PIM(x)-2G(x)] = x+12,
hallar M(G(2))

A)0
D)3

B) 1 C)6

E)8

({Cuéntos factores han de tomarse en la
expresion: P(x) = (Z+1)(x*+2)(x"*+3) ...
tal que P(x) sea de grado 330 ?

A) 10
D)9

B) 12 C)13

E)8

36.

37.

38.

39.

40.

Dado el polinomio

P(2x-3) = (2x+3)"™ + 2(12x-6)*"+
2x+1)™,

calcular “m”, sisutérmino independiente es

iguala 1600

A1
D)3

B)}7 C)o

E)2

Sean los polinomios:
P(x) = 2xX°+5x* +4x+1
Q(x) = (ax+b)® (ex+d)*+k
K#1;donde P(x)-Q(x) =0

Calcular
bcd?) ¢ a
atc
[ 1_k)( )
A)-1 B)2 C)1
D)-2 E)4

Si al sumar M(x) y P(xy) se obtiene un
polinomio homogéneo donde

M(0) - ax @ D"*
P(y,z) - y(a_l)a‘ b2b+ 62 b2 2

Calcular {/b(a+1) ; ab=0

A) 2
D)-2

B)-3 03

E) 1

Clasifique la expresion algebraica
5x4y3 B ﬁxliayz B Eysz 6

Gy T 3 3
Vx 2 3

2z

A) Racional entera

B) Irracional

C) Racional fraccionaria
D) No admite clasificacién
E) Trascendente

Determinar el grado del polinomio P(x)
sabiendo que el grado de [P(x)]* [Q(x)] es
igual a 21 ; ademas el grado de

PG [QU)Y? esiguala 22.

A)2
D)7

B)5 Q)3

E) 1

89
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IV Multiplicacién algebraica

Lagrange, Joseph Lois (1736-1813)

Matematico, astronomo, nacido en
ltatia y de sangre francesa. A fos 16
afnos fue nombrado profesor de
Matematica en la Real Escuela de
Artilleria de Turin.

Fue uno de los mas grandes analistas
del siglo XVIII, la mayor contribucion
al Algebra esta en la memoria que es-
cribié en Berlin hacia 1767. "Sobre la
Resolucion de las Ecuaciones
Numéricas”, se hizo célebre por su
teoria sobre las libraciones de la Luna
y por su matematizacién y racionaliza-
cion de la mecanica en su obra
Mecanique Analytique. Descubrié
también las llamadas series de
Lagrange y la férmula de interpolacion .
que lleva su nombre. ’
Respetado por la revolucién fue ami-
go de Bonaparte quien lo nombro
Senador por sus cualidades de cienti-
ficoy genio.
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Ld medicién del infinito- "7

Para mucha gente el infinito implica algo inmenso e imposible de llegar a conocer. En el lenguaje
poputlar se utiliza a menudo esta palabra para indicar de forma vaga “extremadamente grande” o
“sin posibilidad de ser contado“. Frecuentemente se cita el niimero de estrellas en el cielo o de granos
de arena en la playa. Estos ejemplos no son, desde luego, realmente mfinitos, sélo podemos observar
a simple vista dos o tres mil estrellas en un instante dado. De hecho, en la vida diaria nunca tenemos
ocasién de encontrarnos con el infinito.

En la ciencia, sin embargo, se encuentra muchas veces el mnfinito, en ocasiones de forma
descorazonadora. Hace miicho tiempo quie los matemdticos empesaron aintentarobleneruna medida
de infinito y a descubrir reglas que permitieran que el infinito engrosara las filas de otros objetos
matemdticos como un concepto logico bien conocido y disciplinado. Iban a tener muchas sorpresas.
Los griegos cldsicos sélo consiguieron limitados progresos, v no fue sino hasta el siglo XIX.cuando se
lograron progresos decisivos con el trabajo de grandes matemdticos como George Cantor v Karl
Weierstrass.

Incluso en la ciencia el mfinito es, para muchos efectos, solamente la idealizacién de una
cantidad, que en realidad es tan grande que considerdndola coino estrictaniente infinita se comete
un ervor despreciable. Pero, de vez en cuando, la aparicién del infinito en una teoria fisica indica
algo mucho mds espectacular: el fin de la misma teoria o bien de lo que ésta describe. Este es el caso
de las singularidades del espacio -tiempo. Gracias a ellas nos encontraremos cara a cara con el
infinito, v parece que nos estin revelando algo muy profundo: que hemos llegado al fin del universo.

Fuente: Principtos de Matemdtica Moderna - William E. Hartenmus.
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Multiplicacion
/" algebraica

OBJETIVOS

« Saber aplicarla propledad distributiva para multiplicar polinomios. :

+ -Conocer el manejo de los productos notables por ser de suma importancia enla sunphﬁcacné‘n
'y factorizacion.

+ Buscar la habilidad operauva en algunos casos para la resuluc;én de ecuaciones.

S—

Y h

L S—

INTRODUCCION

Sabemos que la parte teérica de la matemadtica tiene su origen en las escuelas cientificas y
filoséficas de la Grecia antigua. Una vez descubiertos los niimeros irracionales, en la atin no fortalecida
maternética griega, hubo la necesidad de crear para la investigacion cientifica una teoria matematica
general adecuada, tanto para los niimeros racionales como para los irracionales.

En cuanio se descubrieron los nimeros irracionales resulté que la coleccién de magnitudes
geométricas por ejemplo, los segmentos era més completa que el conjunto de los niimero racionales,
entonces resultd oportuno construir un calculo mas general en forma geométrica. Este calculo fue
creado y recibié el nombre de Algebra Geométrica pues desde este momento los productos notables
~conocidos en la actualidad- tienen su interpretacién geométrica.

Algunos de estos ejemplos se muestran a continuacién:

1. Trinomio cuadrado perfecto

[¢—— 3 —>{<b >
T 5 + ab
a az . ab
‘L ' = a’ + | b2
N s + ab
bl ab b2

N

(a er)2 =a +2ab+b2§
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Lumbreras Editores Algebra

2. Diferencia de cuadrados

a(a _b) +
ba-b)

s g

o

D)@ 1b) z 2% b7

3.

(2] + [Lab }+[oc]

[ac]+ [be ]+[<]

%+ 2ab #2ac"+ 2be 5

'DEFINICION DE MULTIPLICACION _ ...

La multiplicacién es aquella operacién matemética que consiste en hallar una tercera expresion
llamada producto (P(x)), a partir de otras dos llamadas multiplicando[M (x)] y multiplicador [ N(x)]
respectivamente, tal que
([ Px) = M) : NG

¥,
[

Por ejemplo
Al multiplicar [x - l) con (x+x%), se obtendr4 como producto x*+x*-x-1
x
LEYES DE LA MULTIPLICACION
Para dos expresiones a, b, cualesquiera, se Ejemplos:
cumple las leyes siguientes: 53=15=35

OE-1DNGE+2) = (3+2)63-1)

1. Ley conmutativa
T
‘aub=baay

R

Esto justifica que en una multiplicacién el
orden de sus factores no altera el producto.
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CAPITULO IV

Multiplicacién algebraica

Ejemplos:
5(2.3)=5.6=30=(5.2)3=10.3
(3x- DI+ Dyl = [Bx-1)(x+ D]y

3. Ley de la identidad multiplicativa

El elemento | recibe el nombre de neutro
multiplicativo.

Ejemplo:

El elemento neutro muiltiplicativo de 17 es
1 yaque 17.1 =17

4. Ley del inverso multiplicativo
Para todo a (a=0) existe un tinico elemento
lamado inverso de a, denotado por a’!, de
tal modo que a.a' =1
Ejemplo:

El inverso multiplicativo de 5 es % puesto
que 5 R 1
‘s

El inverso multiplicativo de -~ es -3

puesto que (— %) -3)=1

MULTIPLICACION DE EXPRESIONES DE.UN TERMINO -

LB TEOREMA

Para a+0, el producto de “ab” es “a” siy sélo si

b=1 '

Asimismo el producto ab es cero, siy sélo si
a=0 V b=0

Ejemplo:

(4x+y)(3y-x) = 0 solamente cuando
4x+y =0 6 3y-x=0

5. Ley distributiva

g

Ty
a(b+c) = ab +ac }

Ejemplo:

5 2} — xSy4x522
1. X°(y+22) = xSy +x5z
T A

9. at(a2+b3) = ab+ah3

Se aplican las leyes de los exponentes.
Ejemplo:

(-2xy2)[3"T = -6y
Recordar: --------------------------
X™ 0o ymen x_m:xm~n
x0

Multiplicaciéon de una expresién con otra de
dos o mas términos. Para obtener el producto
se emplea la propiedad distributiva.

Ejemplos:

L. —%x’y{xz - 4x +¥,}=—%xsy + 2ty - %xs

producio

3 2 3
)———x7y5+4x3y"+ ; x5y®

3. (@?h
=x.37 - xy’+2y2.38° 2.y
=3¢ - xy' + XY - 27
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Lumbreras Editores Algebra

MULTIPLICACION DE POLINOMIOS

Es un caso particular de la multiplicacién algebraica, con la particularidad que sus elementos son
polinomios. En este caso se establece una identidad entre tales polinomios.
De modo que:

Ay - By = C(T) (}e donde

grado [(P.Q)(;{)] = grado P{x) + grado Q(x)

Mult. Indicada Producto
o por realizarla

En el caso de que
P(x) = (agx™ + b)"
=AX"+ .. +B

El grado de P(x) sera m.n, su término

Identidad fundamental

A B6) =€) Mom

v independiente (+b)" iguala B
‘ L producto
| multiplicador
L > multiplicando
Ejemplos: Ejemplos: )
L -D4x+1] =28 1 1. SeaP(x) = X+3°+9%+1

" Q(x) =3 +x+7

202 = (2. 22

3 Gty (x-y) _)(x‘ y) como el grado de P(x) es 5 y el grado de
2. (x+3)(x-3)=x-9 Q(x)es9

1+ D(x+2) = P +9x+ 14 = grado de P(x).Q(x) es 5+9 = 14

GRADO DEL POLINOMIO PRODUCTO 2. SeaP(x) = (3x"+2x-16)°

Sean los polinomios
P(x) = ax™ + a,,
Q(x) =byx" +b,; {mn}cZ*

S(x) = @x+x*-x°)?
como el grado de P(x) es 7(3) y el grado de
S(x) es 6(2)

entonces -~ grado de P(x).S(x) es 21+12=33
Clx) = P(x).Q(x) = Cx™" + Cx™ + Cx"+C,

/ Probucros NotasLes |

Son los resultados de ciertas multiplicaciones indicadas que se obtienen en forma directa,
considerando implicita la propiedad distributiva de la multiplicacién, por la forma que presentan:

PRINCIPALES PRODUCTOS NOTABLES

1. Trinomio cuadrado perfecto Ejemplos:
P . 1 (2 +3x°) = (23 +22x)(3x%) +(3x%)?
[ (axb)?=a’t2ab+b?] = 4Ax*'+12x°+9x°
R 2. (5x"y? = (5x*)-205x) () + ()
= 25x%- 10x"y*+y"

o e e S s

Mratns s biemssins, 36 vt

Tenga en cuenta que (a-b)’ = (b~a)®
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CAPiTULO IV

Multiplicacion algebraica

Corolario “Identidades de Legendre”

(@a+b) + (a-b)! =2(a®+b”) .......... .
(a+b)*-(a-b)) =4ab ............... @
(a+b)*-(a-b)'= 8ab(a’+b?)

Ejemplos:
1 (204 3y)° + (2x -3y)* = 20(2x)*+ (3y)H)
= 2(42+%)
2. 3%y +x%) - (Bxy-xy*): = 4.3% . xy
= 12x%*
3. (m+2n)*- (m-2n)'=8.m.2n(m*+4n?)
= 16mn(m*+4n°)

TEOREMA

Todo trinomio de la forma ax’+bx+c es
cuadrado perfecto si, y sélo si b® = 4ac 4.

Ejemplo:

4°*+12x+9 es un trinomio cuadrado
perfecto ya que 12° = 4(4)(9), mas ain es
equivalente a (2x+3)*

Dxferenaa de cuadrados

s N

(a+b)(a b) a ~b2

Ejemplos:
1. (3x+2y)(3x - 2y) = (3x)*- 2y)= 9x* -4y
2. (4 +329) (4x*- 32" = (4x*)* - (3z%)°
= 16x° 978
3. (m+n+2p)(m+n 2p)= (m+n)’-(2p)’
=(m+n)*-4p

Desan'ollo de un tnnomlo al cuadrado

s

(a+b+c}2=a +b2+c +2(ab+ac+bc)

(a+b -c)?=a? +b2+c *2(ab bc ac)

(a b c) ( (b+c a))z‘(b+c a)2

Ejemplos:
1. (2x+3y+z%)? = (2x) + By’ + (2%
+ 2(2x)(3y) + 2(2x)Z* + 2(3y)z?
= 4%+ 9P 420 4 12xy + dx2’+6y2°
2. Si m+n+p=1,m+n’+p’ =2
hallar mn + np + mp
Resolucién
De la identidad
(m+n+p)’ = m*+r?+p?
+ 2(mn+mp+np)
Reemplazando los datos
12 = 2 + 2(mn+mp+np)

.‘.mn+mp+np=—-;-

Desarrollo de un bmomlo al cubo

(a+b)3~a +3a2b+3ab2+b3
sa%-b% 3ab(a+b) :

(a-b)*=a®3a’b+3ab?-b®
=a’-b’-3abla-b)

(a~b)*+(a-b)’ - 2a(a?+3b?)
(a+~b)*-(a b)*=2b(3a2+b?)

“Nom:

Ejemplos:
1. @x+3y)* = (2x)° + 3(2x)*(3y)
+ 3(2x)(3v)* + (3y)*- 8x* + 36x%y
+ 54xy" +27y°
2. (ax-by)® = (ax)’ - 3(ax)’by

+ 3ax(by)® - (by)’ = a’x* - 3a’bx’y
+ 3ab™xy’ - b
3. Si x+y=3 s xy=4, hallarr X+y°

Resolucion:

Reemplazando los datos en
(Gc+y)? = X +y* +3xy(x+y)

3= P+y+3(4)(3) = P+y=-9
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Lumbreras Editores Algebra
5. Sumaydlferenua de cubos Ejemplos:
3l L (x+2)0%2x+4) = ¥ +2° = &P +8
a+b)(a?>ab+b? b3
’( )¢ +b%=a’ 2. (P +5zy+252%)(y-52) = y*- (52)° = y*-1252°
[ 4 _92Y = 3 _ »2)3
(a b)(a +ab+b2) ba, 3. (4 +6xy°+9z")(2x-32%) = (2x) (3~)
DA e = 8x° - 2738

6. Desarrollo de un trinomio al cubo

‘ (a+ b*c)s's adsbiee? +3(a+b)fb+c)(c+a)

(a*b+c)3~a +b3+c3+(a+b*c)(ab+bc+ca) 3ab<:,

(a+b+c)3- 3+b3*c +3:az(b+c)x*3b2(a+c}+3c:2(a+b)«-Gabci

X,

Ejemplos:

L (P4x+ 1P = 0+ EP+ 14302+ + D+ 1) = X%+ + 1 + 302+ + D(x+1)

(a+b+c)

2. Si a®+b*+c®=0, hallarel valor de
(a+b+c)(ab+ac +bc) - 3abc

Resolucion:
(a+b+c)® = a®+b*+c’+(a+b+c)(ab+ac+bc)-3abe
Pordato a*+b*+c® =0

Luego (a+b+c)® = (a+b+c)(ab+ac+bc)-3abe
(a+b+c)® _
(a+b+c)(ab+ac+bc) - 3abc
3. Si a+ Db+ c=0, hallarel equivalente de M
4abc
Resolucién:
Sabemos que (a+b+c)® = a®+b*+c’+3(a+b)a+c)(b+¢) e, (o)
a+b = -
Como: a+b+c =0 = a+c = -b
b+c =-a
Luego en () setiene 0 =a’ + b* + ¢ + 3(-c)(-b)(-a)
De donde
a+b 4P =3abe — atblred o atebiich
abc 4abc

7. Producto de multiplicar binomios con un término comdn

{(xa»a) (x+b) x : (a+b)x * ab

También:

* i;(xwka) {x +b) (Jé;c) = x3+‘(é +h+ c)£i+ (gb N bc+ca)x {ébc j

a)(xr b) (x- C) x3 (a # b +c:)x

www.FreeLibros.me
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CAPIiTULO IV

Multiplicacién algebraica

Ejemplos: _
. c+5)(x4+7) = 2+(B+7x+5.7 = X+ 12x+35
2. (x-6)(x+9) = X*+(9-6)x-6.9 = x*+3x-54
3. (x-10)(x-12) = 2-(104+12)x+10.12 = x2-22x+120
4. (x+2)(x+5)(x+3) = P+ (@2 +543)% + (2.5+2.3+5.3)x+2.5.3= ¥ + 10x° + 31x+30
5. (c-4)(x+6)(x-3) = + (6-4-3)x% + (-4.6+4.3-6.3)x + 4.6.3 = > 30x+72

Identidad trinémica (Identidad de Argan 'd)

éf(xz*k’*l)(xa-k:* 1}‘%’x§%x2+ l:: 4 ; } En general:

xtytiyt)  [mien 'y By B R My By y ) Ty *y

PO —

Jr2exyeyPoctenyey?)s.

1. (X4-|."X2+1)(X4VX2+])' =xf+x + 1
2. 0+ + -y + ) =0+ 0y +y = x? xS+ y
3. (@ +6xy + W) (@x7-6xy+9y7) = (20)" + (2B + (3y)* = 16x" + 362D + 81y

Identidades adicionales (ldentidad de Gauss)

a3+b3*63 3abc (a«rba-c)( +b2¥/c2fab*a(f%5b;)}§

‘ (a+b) b+ (c+a) *abg = (a+ b+c‘§(‘ab‘«» be+ ca}}

Ejemplos: 2. Reducir
1. Si a®+b’+ ¢ =3(ab + ac + c¢b), -yP(y-2P8+(z-x°
hallar el equivalente de 9x - )y - 2)(z - x)
a®+b?+c’-3abe Resolucion:
(@+b+c)(ab +ac +bc) Haciendo
Resolucién: X-y=m ; y-2=n ; Z-X=p
En la identidad de Gauss Seobservaque m+n+p=0
a’ + b’ + ¢ - 3abe luego tendremos _—_m3 +n’+p?
= (a+b+c)(a’+b?+c?-ab-ac-bc) 9mnp
3(ab+ac+bc) pero si
entonces m+m+p = 0—m’ + n’ + p’ = 3mnp
a’+b’+c*-3abe =2(a+b+c)(ab+ac+bc) de donde
a3+b3+c?-3abe —y m3+n3+p3:3mnp:l
(a+b+c)@ab +ac +be) 9mnp 9mnp 3

99
www.FreeLibros.me



Lumbreras Editores
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10. Igualdades condicionales

1. Si a+tb+c=0
se verifican
« a4+ b’ + ¢ = -2(ab+bc+ca)
« (ab+bc+ca)? = (ab)*+(bc)*+(ca)®

"

a® + b3+ ¢? = 3abc

Ademds .
é(a2 +b? +cz}2 =2{at+b? Jrc“),»zég

f ( aubw} ('aabma} _al bS]
Az 3 5

( as bzma)( a5+b5+c5) _alebTcl)

{ 9 5 [ ;

2. Si
a’+b*+c?=ab + ac + be
na;b:ceR = a=b=c
También, si
a™+b™+c™ = a"" + ac" + b"¢"
Aa;b;ce R
neN = a=b=c

Ejemplos:

5 5 5
1. Hallar m'n-'p

mnp(mn + np + mp)
sim+n+p=0
Resolucion:
De la identidad condicional
mS‘n5+p5 ~ m2+n2+p2 m3+n3*p3
5 2 ' 3
_ ~2(mn +mp -np) 3mnp
2 "3

m?® +nS + pS
mnp (mn - np + mp)

-5

100

Hallar el equivalente de

a’+b%+c® a’?+b?+c?

5 " a’ble?
si a, b, c son reales no nulos, tales que
a’+ b+ c? = ab + ac + bc
Resolucion:
Si a’+b’+c’=ab+ac+bc ; abce R
De la identidad se tiene a=b =c¢
Luego lo buscado es equivalente a

a®+a’+a’ a’+a®+a’ 3a®.3a’ 9

5 " a%a’.a? 5a’ 5
Hallar el valor numérico de la expresién
2x + 3y* + 42°
si x, ¥, 2 son reales que cumplen la
siguiente

X+y +2y-4x+5+92"=0

Resolucién:
El dato es equivalente a
(-dx+4) + (P +2y+1) + 922 =0
=(x-2 4+ +1)+92°=0
=x-2=0 A y+1=0nrz2=0
dedonde x=2, y=-1,z2=0
Reemplazando lo buscado es
22) +3C-1+4(0) =7

Sabiendo que

X+HY=-2 i @)
xy+xz+yz=1 ............ @
4 4 4
reducir XY Lz
¥z Xz Xy
Resolucién:

Lo pedido es equivalente a
x5 +y54z0
xyz

sabemos también que
X+y'+7* = ~Sxyz(xy+xz+yz)

; perode (1) x+y+z=0

5,45, 45
X 1Y T2 o 5(xy+xz+yz)
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Problemas Resueltos

Problemat

Si se cumple que X +& =2

2y x

8
calcular [ i)
y

Resolucién:
2y _

+o— =
2y x
Multiplicando por 2xy se tiene

X’ +(2y) = 2x(2y)
C-dxy+4y' = 0
(x-2y)* =0
x-2y=0 = x=2y

8 8
[f) equivale a (Z_y] =28 =256
y

De la condicion

entonces
luego

y
Prebiema 2
Sabiendo que b’=1; b=1
3
simplificar !
b 4
1+b?

Resolucién:

. . b3+1
Lo pedido es equivalente a n
b

deldato b=l

se deduce b® =b’b? = 1.b? =b’
b'=b’b=1b=D>

ademds b*-1=0 < (b-1)(B*+b+1)=0

como bzl = b*+b+1=0 = b’+1=-b

5,113 2,1\3 [ _n\3
dedonde | 2t} - [PV fZB)
b4 b b

Teniendo en cuenta
reducir

K=3 n+_]- n2+L n4+-l- +—‘-
n n? n*) n?

n’=n+1; neR’

Resolucion:
La idea inmediata es buscar diferencia de
cuadrados.
De la condicién n’ = n+1, se tiene
1
nN=l+e— = p-—=
n n

1
Luego 1 es reemplazado por n - —, veamos
n

k= ?f_‘;(": %)(n’:f%)("‘:f#)t_#'
Flies/ /

ety
}M
-K=yYn® . K=

Probiema4
Si a’+b*+c?=3 A ab+ac+bc = 2, hallar el valor
de Q=(a+2b+3c)’+(2a+3b+c)*+ (3a+b+2c)
Resolucién:
Efectuando y reduciendo términos semejantes se

tiene Q = 14(a’+b?+c?) + 22(ab+ac+bc)
Reemplazando datos Q = 14(3)+22(2)
. Q=86

Preblema s
Sea P(x) = O+ Dx- DO +x+1)0-x+1)
halle el valor numérico de P{x) para

x = f4+/15-4-{15
Resolucién:
En el polinomio

P(x) =(x +1)(x - )P +x+1)(x - x+1)
— e

multiplicando como se indica
Pe)= +1)(x*-1)
[ sl
P(x) = x5-1
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De la condicién Problema 8

x2- ( f 4+ ‘/1—5‘ o 4- m )2 Determinar el grado del producto de multiplicar a

los polinomios

2 2 2 3 2 4 2 5
= x2=4+15+4-V15- 204 +V15) (4 —V15) (1) (22 (3 3) (x4 4P
iy cnsnliuns pa . /
16-15 Y
“10” multiplicaciones indicadas
Resolucién:

x=8-2(1) = X =6 Si asumimos que el polinomio producto es P(x),

tendremos
Reemplazando dato  V.N. P(x) = 6*-1 = 215 grado[P(x)]=122 +2%3 +3%4 +4°5 +...+10%.11
=2+12 +36 +80 +....+1100
Probiema 6 Desdoblando
Si Ja+x+yja-x=2x, = (P+1)+(224+2)+ (3 +3) +.... +(10°+10%)
Agrupando
calcular ya+x-ya-x;x+0
= (12422 432+ 100D + (13+2%+ ... + 10D
Resolucién: 10.11.21 [ 10.11)2
Sea ya+x-ya-x=H 6 2
Multiplicando H con la condicién =5.11.7 + 55" = 55(7+55)
= 55.62 = 3410
(@+rx + fa-x)(a+x - va- X)= 2xH
- 3
diferencia de cuadrados Problema 9
Con a+2b+3c = 1,5x
(a+x)-(a-x)=2xH = 2x =2xH Simplificar
~H=1 (c-a)? + (x-2b)? + (x-3c)?
2(a?+4b2+9c?)
Probiema? 5
Si el grado del polinomio Resolucién:
P = (9% 1)(22+3¢-1)" 23+xX°)° es 47, Desarrollando los binomios al cuadrado en el
o numerador
determinar 'y/coef. principal de P(x) (x2-2ax+a?) + (x?-4bx+4b?) + (x?-6cx +9¢ )
Resolucién: 2(a%+4b? + 9¢c?)
Grado de P(x) = 8n+3(n-2)+3.3 . .
Agrupar términos semejantes
Entonces 1Iln+3 =47 = n=4 ) 5 5 )
{ 3x° -2x(a+2b+3c)+a*+4b*+9c
condicién 2(a 244b2+9c?)

Ahora reemplazando en

Reemplazando a+2b+3c = 1,5x
P(x) = (9x%- 1)'(3x°+2x%- 1)X(F* +2)° P

se obtiene

Finalmente 3% 3x%1a®14b?+9c?

1
Vo 3= Y3130 -3 2(a%+4b2+9c?) 2
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CAPITULO IV

Multiplicacién algebraica

Problema 10
n n
si [2] (2] -1
b a
n_jn
un valor de Q con a>b sera

y(ab)”

Resolucion:

Al tener una sola condicién y existir tres
incégnitas, no queda otra alternativa mdas que
buscar una relacién entre el numerador y
denominador de lo buscado a partir del dato.
Esta caracteristica nacerd de un trinomio
cuadrado perfecto.

Efectuando
a n b n T Ny b
2+ = =11 ... multiplicando por (a"b")
b" a"

(a")*+(b"¥=11a"b".... sumemos (-2a"b")
(a")* -2a"b"+(b")* = 92"
N ~ 7

es un trinomio cuadrado perfecto

Extrayendo raiz cuadrada
(an _ bn)? - 9anbn
a"-b"=x3ya"b"

Ahora reemplazando en
a"-b"™ x3/a"b"

‘/anbn ‘[Elnbn

Problema 11
Si: x, y, z son tres niimeros reales que verifican
la igualdad
4y +2'+14 = 2(x+2y+32)
Xyz

proporcionar el valor de

X3+y3+33

Resolucion:
Como la condicional establece que x, y, z son
reales, su andlisis podra darse buscando la
formacion de cuadrados perfectos. En nuestro
ejemplo, si agrupamos términos buscando la
formacién de Trinomio Cuadrado Perfecto
tendremos:
0E-2x+1) + (P-dy+4)+(z2-62+9) =0
-1 + -2 + (2-3¥ =0

Llegando a esta forma ser4 fécil interpretar que la
tnica razén de que esta igualdad se justifique
(en R) seré cuando

x21=0 ny-2=0 n 2:3=0

ix = l\s A ! :

h
y=2; A (z2=3
‘\ywwj A
Finalmente reemplazando en
xyz
x¥aydez

Problema 12

Para ab=+#0

[(a+b)? + (a-b)* ] - 4a® - b?)
@*-b%) -f@® b’

Simplificar

Resolucion:
Operemos y ordenemos convenientemente,
buscando tener la identidad conocida. Asi por
ejemplo en

(a+b)? + (a-b)? = 2(a’+b%)

;_._V._—_—/
Ira. Legendre

Pero en
(a3 -~ bs)z R (as + bs)z = _4a%b?

~
se tiene la 2da. identidad
de Legendre con signo negativo

Luego al reemplazar en
2do. Legendre

A

[2f%-b- 4@%-b}  4fa®+b%f -(a®-b?}
~4a’b? -4a®b?
_4a’m’ 4
-a’p? ab
Problema 13

Al reducir la expresion
[(a+2b)*-(a-2b)*+a’+16b?] - (4b-a)*
se obtiene

Resolucion:

Como
(a+2b)* - (a-2b)* = 4a(2b) = 8ab
%—/

2da. Legendre
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entonces reemplazamos en la expresion inicial
{8ab +a%+16b2]- (4b - a)? = (a + 4b)? - (4b - a)?
\—_V—_/ \ﬁ—/

esunT.C.P 2da. Legendre

= 4(4b)a = 16ab

Probhlema 14
Con: (x+z+y+z) +(x-z+y-2)* = 8z(z+y)

3 3 3
reducir ﬂ + _)_’:i + ﬁ
z-y X-2Z Xy

Resolucion:

Como la condicién es Unica, pero existen tres
variables, entonces reduzcamos a fin de visualizar
alguna relacién

Oc+y+22) + (x+y-22)% = 4(22)(x+y)

- J 1

~
Ira. Legendre proviene de:

(x+y+2z)*- (x+y-22)

luego
(x+y-22)*=0 = x+y-2z-0
obteniéndose x-y=2(z-y)
y-z=2z-x
xX+y=2z

Al reemplazar las equivalencias se tiene

3 3 3
[2(2“)’) XL E :(2)3+(_])3+(1)3=8
z-y xX-z 2z
Probiema 15
Con X+y’=1 nr x'+y°=2
elvalorde (-y*)*-x* - 2x%° - )%, es:
Resolucién:

Se quiere conocer
O -y - (o + 28 + )5 = -y
-
T.CP.

h'd
2da. Legendre

Por otra parte, elevando al cuadrado la primera
condicién
ey +ady =1 = 2% = -1
2
Finalmente

ey = -2(2) =2

Lo pedido resulta ser 2
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Problema 16
Para: x=0 , simplificar

x2 + 3y

(x +y?) o (x -y
Resolucién:
En el denominador, desarrollermos los binomios:
(+y")° =57 + 3% + 3wyt +y°
(=) = x* - 3% + 3xy' -y

4

2)3

Sumemos
G4y + (- = 2% + 6y’
= 2x(+3yY)
Por lo tanto
x2+3y4 ) x2+3y4 :i
ey o fe-y?)* 2x(x?3y%) 2
Problema 17
Cumpliéndose que
ab(a+b) =1 .. .. (D
bY@ +b) = % ......... @)
elvalorde: a’m*(a’+b?), serd:
Resolucion:
Como a’b +ab’*=1....... de la condicién (1)

elevemos al cubo
a’b’ + a’b® + 32’ (a® +ab?) = a

- —
5
2 ]
2

Deaqui a®b?® - —%

De (1) Elevemos al cuadrado

a'b?+a’? + 2a3tl)3 =]

azbz(a2+b2)+2[v%) =1 = ab*a’+b?) =2
Probiema 18

Al

obtenerelvalorde x* +bx + a

bS
g
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Resolucién:
En la condicién elevemos al cubo, haciendo que

A=12 2+ b ’
2 3
entonces

e EE s

m n
Aqui elevemos al cubo y desarrollemos en su
segundo miembro

ﬁ:[_gﬂ/}i] (-%—,/K) s+ 3mn (m+n)

pero

luego x3=—a+3[-%]x
X*+bx+a=0

Prehlema 19

Simplifique la expresién

th—nTIm4+m2n2+n 1-3m2n%m+n)(m-n)
Resolucién:

Operemos en el radicando

(m?-n)[m* + r’n® + n']-3mn* (m*-n?) =

. v

"
generara una diferencia de cubos

- (n?)? - 3m’n¥(m?-n*) = (m*-n)®

~
es el desarrollo de un binomio al cubo

luego al reemplazar se obtiene

3/(m2 _nz)? = m2 -

Prebiema 20

S a’=b® ; asb

halle el valor de ab
(a-b)?

Resolucion:
De la condicién a*-b*=0
(a-b)[a’+ab+b?] =0

Esta igualdad se verificaria si:

a’+ab+b’ =0
adicionando: -3ab
a’-2ab+b’=-3ab
(a-b)*=- 3ab

a-b=0 = a=b %
Por dato

esta solucién

queda denegada

Como a#b = (a-b)*= -3ab

Al reemplazar en ab . _ab 1

(a-b)? -3ab 3

Problema 21
ConxX*+y +z*=3
reducir
N - (x+y+2)*-2
9+(x3+y3 42 (x+ )y +2) (2 +x)
Resolucion:
Recordemos que
(x+y+z) = X+ Y+ 2+ 3(x + Y)y+2)(z+x)
3
Llamandoa (x+y)(x+z)(z+y) =A
se tiene (x+y+z) =3+3A
que al sustituir en lo requerido

3+3A-2 _ 1:3A 1
9.3 A 9(1+3A) 9
Ned
9
Probilema 22
Con abc =0 A a+b+c =1
halle el valor de
K - a2+b2+c2~ adrbdsc?
2 3
Resolucion:

Como a+b+c =1 elevemos al cuadrado
a® +b? + ¢ + 2(ab+bc+ca) = 1

llamemos “a” a: ab+bc+ca,

luego se tiene a’+b*+c? = 1-2a
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Asimismo elevando alcubo a+b+c=1
a® + b® + ¢ + 3(a+b+c)[ab+bc+ca)-3abe=1

1 a
aa+b’+c = 1-3a
Reemplazando en K se tiene

1-20) (1-3¢) 1 1_1
2 3) 2 3 6

K -1
6
Problema 23
Con a®+b’+c=0
. 3abc
reducir
a(b -a) + b(c-b) + c(a-c)
Resolucién:

Planteando la identidad Gaussiana
a*+b*+c® - 3abe = (a+b+c)x

0
x=a+b+cl-ab-ac-bc
De aqui 3abc = (a+b+c)(-x)
Reemplazando en la expresion, se tiene
(a+b+c)(-x)

- =a+b+c
ab i bcrca-a® b?-c?
AN vy
'
X

. Lopedidoes a+b+c

Preblema 24
Sabiendo que
a+b+C = X o )
ab+bc+ca =x°
Expresar a
T = (x+a)y’+(x+b)*+(x+c)*-3abc en términos
de x

Resolucién:
Al desarrollar la expresion
T = 3x° + 3(a+b+c)x* + 3@ +b*+c%)x
+ (a’+b%+c*)-3abe
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De (1) al cuadrado:

a’ 4+ b’ + & + 2(ab+bc+ca) = x?

xZ

—a+b+ct= X

De modo que la expresién queda reducida a
T =3 + 30)x° + 3(-x¥)x + a®+b’+c® - 3abc
T =32 +37 - 3% a’+ b’ + - 3abe
Pero

a’ + b® + ¢’ - 3abc = (a+b+c)(@+b*+c? -

x -x
(ab+ac+bc))
X
= -2x°
Entonces T =3x° + (-2x%)
L T=x
Prohiema 25
Cumpliéndose que
x+b+c=3a ..cooiiiiiiii.. 4))]
y+c+a=3b................. 2)
z+a+b=3c;abc#0 ........ 3)

Determinar el valor de

S - x3+y3+z23-3xyz
a(a2-bc) +b(b%-ca) + c(c? - ab)

con abc #0

Resolucién:

Sumando las condiciones (1), (2) vy (3)
X +y+z+2(a+b+c) = 3(a+b+c)
x+y+z=a+b+c

Usando la identidad de Gauss en

x3+ydez3-3xyz
a%+b3+c3-3abc
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S - Cesyem)[x 2oy tiz?-xy-yz -2x]
(asb7c)|a?+b?+c?-ab-bec-ca]
2{xey?rzxy-yz-z2x)

2{a?+b%+c?-ab-bc-ca}
L -y (-2 (z-x)?
(a-b)?+(b-c)*+(c-a)?

De (1)-(2) x-y=4(a-b)
@-3) y-z=4(b-¢)
B)- (@) z-x=4(c-a)

Reemplazando en S
[4(a-b)]2+[4(b- c)]? +[4(c-a)]?
(a-b)?+ (b-c)?+(c-a)?

Preblema 26
Sabiendo que el polinomio
Po,n=0 +y+z) -xF -y - 22
Se anula en l;l;l

ab c

2a’-b3-¢3

ab +bc +ca
Resolucion:

Como P, , = 2(xy+yz+2x)
Por condicién

Reducir

Pn o1 Y ML .
(;';’;) ab bc ca
de donde a+b+c =0
Por identidad condicional a’+b’+c¢® = 3abc

Ahora acondicionemos la expresién pedida
3a- (a®+b%+c?)  3a%-3abc

ab +bc +ca ab +bc +ca
2 _
- 3a(a? - be) - _3a
a(b +c) +be
732
Preblema 27

Al cumplirse que

9a2+9a+9bzvo
b? Nec Nc?

Determinar el valor de
9

o IO"Ic‘Im

Resoluciéon:
Usando la identidad condicional se tiene

3 3 3
9a_2 *g_a. +9b_2 :393_23b_2
b2 c o2 ’ b2 ¢ ¢2

2 2
Operando |3[2 fs\J‘i»f s|B] -5
b c c c
ra ’ Ma b ’
De donde \!_— -2 |=+ \Jt =0
b c C

2
2

Entonces L . 1

bl (b2

c
Prohlema 28
Si a+b%+c®=8..............
ademas
(a-b)2+(b-c)*(c-a)? _ 6

abc a+b+c T

Calcular a® + b® + ¢®
Resolucion:
De la condicién (2) se tiene

2(a%+b%+c2-ab-ac-be) 6

abc ) a+b+c
(a+b+c){a’+b*+c?-ab-bc-ca] = -3abe
—~

a*+b*+c®-3abe  (por la identidad de Gauss)

de donde a’+b’+c®=0
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Haciendoque a*=x ; b’=y ;=2
Reestructurando en funcion a estas letras

X ey +z'=8
X+y+z=0 ...,
Cry+2=n

Recordemos que segtin la condicional
O+ Y+ 2D =40 + Yt + 2
A XY =4

Preblema 29
Si el polinomio:
P() = 034+m?+n?) + Al +m’+n?)
se anula para x = -m-n, hallar el valor de A
Resolucién:
De x=-m-n = x+m+n =10
Recordando el producto notable condicional
Si x+m+n=0
= (x2+m?+n2)?=2(x*+m*+n?)
VN = 20'+m*+nY) + Ax*+m*+n?) = 0
=A+2)x* +m'+nY) =0
0
WA =-2

Problema 30
Sabiendo que  ab-1 - %/10(3/15-1)

(aZ+b% 1) =10,
halle el valorde K = 4\/7*« (a+b)*- (a-b)*
Resolucién:

Veamos K - }/-7+8ab(a2+b?)

De las condiciones ab = 1- W + 3‘/100

Asimismo a?+b® = 1+3/10

= ab(a?+b?) = (1+ y10)(1- Y10+ y100)
. S
suma\dfe cubos

=1+10=11
~K= Y788 - VET

~ K=3
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Prohilema 31
Si o x+y+z=1
X +y 438 =4,
1 1 1

calcular E = + +
X+YZ y+Xz zZ+Xy

Resolucién:
Analizando por partes
X+yz =Xl +yz =X(x+y+2) + yz
=x + (y+2) x+yz = (x+y) (x+32)

Andlogamente
y+xz2=@+x)(y+2)
z2+xy=(C+x)(z+y)

Luego tenemos
1 1 1

ry)x+2) G+ +2) @Erx)(z+y)

) r2) +(x+y)
x+y+2)(z+x)

o 2xry-2) 2.1
G- z+x) GG 2)(z+x)

(%)

Célculode (x+y) (y+2) (z+x)
X+y+z =1 =X+ +22+3(x+y) x + 2)(y+2)=1

=4+ 3(x+y) (x+2) (y+2) =1

= (x+y) (x+2) (y+2) = -1 .... . (k)

Reemplazando (%) en ()

Preblema 32

Partiendo de
xt-yl=4@-y-1"
y'-z'=4d(y-z-1)"'
z'-x'=4@z-x-1),

calcular

Yo 2P @ ox)°
G+ +2)(z +x)
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Resolucién:

Analizando por partes

x'~y‘=4(x7y71)‘=s l l:_.__4_
x y x-y-1

={-0K-y-1) =4y

=-(-x)-@-x =4y
=x-y=(-xPF+4xy

=x-y=x-2y+y +dy=x+2xy+y

= (+y)’ = (x -y)

= (x+y) = (x-y)(x+y) = x*-y?

=+’ =x-y ([)

Andlogamente, de las otras dos condiciones
tenemos

Sumando (1) + (1) + {ID

G+HyP + y+z2P + E+x) =0

= (x+y)’+(y+2)° + (z4x)° = 3(x+y)® (y+2)°
{(z+x)®

Reemplazando

R- BGE-P  PE ) i3
G+ +2)Erx)

Prablema 33
Hallar el valor numérico de:
2 2
E-Gey)?-(x-y)°
cuando
b2
x=15a+05—
a
15b + 0,5 &
=1, + 1O
Y b
ab =32
Resolucion:
3. 1bt
X=—a+——
2 2 a
3 1 a2
= Zh+ ——
Y 2 2b

1{3ab(a+b)+ad+b?

= X +y = —
Y 2 ab
3
—xay=fab)
2ab
Anédlogamente
) (b 3)3
2ab
Reemplazando
272 412 ) )
g_|@+byiz ib-a)ls (a+b)?* (b-a)*
2 2

Reemplazando el valor de ab = 32

_(arb)? (b-a)’ #Fab 32

E
16 16 8 4

- E=8

Problema 34

Si {a,b,c} = R, calcular a_3 si se cumple
bc

que a’+2b’ =2a (b+c) - 2¢*

Resolucion:

Del dato por 2

2a’ + 4b* - 4ab - 4ac + 4c* =0

Agrupando convenientemente se tiene
(a®+4b’-4ab) + (a*-4ac+4c®) =0

0 0
(a-2b)*+ (a-2¢)*=0 = a=2b,a=2c

Luego lo pedido es
a® al.a (2b)%. (20) -3

b%c blc b?.¢c
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1. Hallar el equivalente reducido de: 6. Sin-s 1_ I caleular el valor de (n’ - n %)°

- (at-2f+(2+a%) e n

1)? 1)?
d (n+;J - n-—; E it A)-1 B)3 )0
. @-bY-(@+b)= . D)-2 E)2

@+b)? + (b*-a?)’ = ..., .
7. Si xy+xz + xw+yz + yw + zw = 0,

2 2 )
(o] () e €
2 2 (c+y+z+w)?
2. s 1.1. 4 , determinar el valor de: A) 1 B) ¥w? C) X¥-w?
Xy oxyy D) y*+7* E) y*-2*
x 2
y3  xwy 8.  Sabiendo que tres nimeros reales y
positivos a, by ¢ cumplen con
A0 B) 1 O 11 l(b +C)+l(c +a)+l(a+b) =6,
D) 2 E) 2 a b C
Y . (a+b+c)®
3.  Dos niimeros reales cumplen con: simplificar SETC T
X+ 2 +2=2x-2xy a®+b3+abe
Entonces el valor de 3xy sera:
PR A) 1 B) 3 a9
1 1
D)+ — E)- —
A)-2 B)- 1 o)1 )+ 3 )3
D) 2 E) %
9. Sir-r+1=0;elvalorde: r' - % es:
4.  Sise verifica que r
atbre arb-c _b:c-a a-b+c A)i B)-2i o
a+b-c a+b+c a+c-b b+c-a D)7 E)-7
2
. a
Determinar el valor de m 10. A partir de X+y +z =1
) i ) L+y+2'=9
A)Z B)E C)E L+y+2=1
D) 2 E)-2 determinar el valor de 4
xtiyty g
5. Elequivalente simplificado de la expresién
9
‘/(m6‘m3n3+n6)(m6_n6)[m6+m3n3+n6]+n18 A) l B)i ) i
sera: 33 33 33
A)O B) m? O m’ p) 16 p X
D) m° E) n° 33 33
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11.  Sitres nimeros reales a, b y ¢ verifican las

igualdades
a'+b'+c'=98
(ab)® + (bc)? + (ca)® = 49
ab+bc+ca=-7
determinar el valor de
(a+b-¢)® + (b+c-a)® + (c+a-b)?
abc
B)-12

A)-24
D) 8

C)-6
E) 9

12,
at+biscd
a®+b3+c?+abe
B)ab+bc+ca C) abe
E)1

reducir:

A) a+b+c
D) a’+b%+¢?

13.
cumplen la igualdad

Estableciéndoseque a' +b'+c¢c'=0

Siendo a, by c tres nimeros reales que

a® + b® + ¢ = 3abc y ademds a+b+c=0,

2.,3)2
el valor de _Lq_b_c_)_ es:
a 12 " b 12 te 12
A)a B) b? Q) ¢t
D) abe E) %

14. Simplificar

(0 -x)-(z-x) - (p-x)+q] [ (¥+2%) (2 +2x) - (p~2x) +(q +X)]

y2+zt +pl+q

Si (x+y+z+p+q+x)’=5'(+y*+2*+ p*+q)

2

A)0
D) x*

B) 5 c)25

E)-25
15. Enbase a las condiciones
K 3 32 3 3
XL . [
515
xs _ ye — Gx“’y“ 3/x3+y3

Calcular

2

N

x3 .y

16.

17.

18.

19.

A) 1
3
D) =x
)2y

B) -1 C) 3

E) S
2xy

Cumpliéndose que a+b+c =10
el valor reducido de

Jla2b2c?)' -3t bl
4

; sera:
at+bisc

A)-11
D) 7

B)-7 01

E) 11

En base a las condiciones
m’+nl+p’ =16
mn+np +pm= -6
mnp = 4 ,
cuantificar el valor de
m'n + n'p + p'm + m'p + n’'m + p'n
Ademds (m+n+p)'<0

A) 64
D) 128

B)-56 C) 192

E) 256

Si {a,b, c,x, vy, 2z} < R, que verifica
(a+b+c)? = 3]ab+bc+ca-x*-y*-z?]
El valor de

b7, ol
C+y*+2°+3%) a’+b e es:
(a2+b2+cz)(a5+b°+c°)

A)O B) 1 03
D)9 E) 27abc
Con xX+y+2z' =586
X+y*+t = 7
Xyz = -2 »

determinar uno de los valores de
x3+y3e(z-2)°

3z
Xy
A) O B)-6 C)-2
D) 4 E) 2

1

www.FreeLibros.me



Lumbreras Editores Algebra

20. Con a+b+c = 1, hallar el vaior de 2
26. Aparirde 2.2- 4

1 - 6abc a b (a+b)2—(a—b)2 ’
2(a® b3+ c¥-3(@2+b?+c?

determinar el valor de
4ab+3(a%+b%) - 2(a’*+b*) +(a-b)*

A) -1 B) 1 ol A) 0 B) 2 0)-1
2 D) 1 E) 4

27. Si a+yac =b+ybc

ademas a=b aabc+0

D)- + B- L
3

D | —

21. Si x%+1=0 ~» x=-1,calcular Calcular el valor de
AL oD D a b ¢
x? x Joc  Jac yab
A) 2 B) 0 Q)1
A) O B) 1 C)-3
D)-1 E)-2 ) ) )3
D)3 E)Z
a-b b+ 2
22, Si - = — v c+a>1, determinar 28. Sabiendo que se cumnple
2 2 2
el valor de a—c—+b—3—+—£——b- = abc
(a—2bc)2+[ a—b2c)2+[b1c—2a)2 , 122 ,
b ¢ a bC*clgauabTabC
A)3 B) 1 C)1/3 . .
D)2 E)O calcular @by (b ), (cra)’
ab be ca
23. Simpliﬁcar A) 3 B) 24 o) 2
(a-b)? . (b- c)? L (e- a)? 2 3
(b-c)(c-a) (c-a)a-b) (a-b)(b-c) D) 36 E) 32
A1 B)atb+c )0 . 2
D) abc E)3 29, i X2 __~__
z-y )z -y)
24. Hallar el valor de ) - _v)?
3 3 3)2 hallar ( ) (X+)) (~ y]
((xzy) (y-2) +)(:-X) Sixry#z x
x2-(y+2)x+yz)(z-y)
. A) O B)3 a1
A)9 B)4 C)25 D)-1 E) 12
D)2 E) 27
. _3 Y
25, Si a’+bc+bd+cd = 0, calcular 30. Sia+b=Yy3ya-b=}2
(a+b)(a+c)(a+d) determinar el valor de
Jwotoa g - - - -~ - ~ (C‘b)(b*d)(cid) A1 d 2 o2V 2 L 0n2) 4auid *ou
o M 1 B)-2 0 1 A4 B) 15
D) 2 E)O D) 10
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31.

32.

Si a+b+c = a’+b’+c? =1,
ad+b3+c3-3abc
a‘+bt+c*-4abe

calcular

B) 2

calcular

Ley?f(lex?) | Geey)?
(x+yy (Ley®)1ex?)

3

A)2 B) 10)
2

[S B R ]

D)3 E) 2
2 3

Siendo a+b+c =0, hallar el equivalente

de

(a%+b2rc?)2a%-b3-c?)

a4+b4+C4

A) a
D)-a

B)-2a C) 2a

E) 3a

Hallar el valor numérico de
E(x) = x8%-6x*+9x2
para x = {76 + {7 /6

A) 28
D) 18

B) 14 012

E) 16

Reducir la expresién

V4 +bZic?)-(asb-cP-(a-b+c) - (brc-a)

siendo: a+b+c = 2p

36.

37.

38.

39.

40.

Ap B) 2p C) 4p
D) 2(p-a) E) 2(p-b)
Si x%s - y3+l = 1, hallar el valor de
3 3
y z
(xyz)'®2 - |
A)2 B) -1 C)o
D)1 E)-2
Reducir

(r2ex+1)?-2(x e x?e1)«(x2-x+1)?

(x2+yB)%+ 2(x"-3)+(x2-y3)*

A)x
D)x?

B) 1 F's

E)x!

Dadas las condiciones
a’+b’+c? =2
(a+b+c)(1+ab+ac+bc) = 32
calcular a+b+c

A4 B) 16 C) 64

D) /32 E)2

Siendo  ab-}/100 - /10«1
a+b-1= 310

hallar 3ab(a+b)

A)4 B) 16 C) 33

D) ¥32 E)2

Conociendo a+4b+9c =0
Segun ello reducir

(a-2b} (2b-3c)* (3c-a)’

ab be ac
A) abc B)-36 C) 14
D)-14 E) a+b+c
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CAPITULO

V

René Descartes (1596-1650)

Division entera
de polinomios

Famoso filésofo, matematico,

bidlogo, fisico y eminente astréonomo
francés; es autor del método llamado
cartesiano.

En su obra La Geometria puso los
cimientos de la geometria analitica,
también ilamada "Geometria
Cartesiana" en honor a su memoria.
Es el estudio de la geometria
mediante un sistema de coordena-
das.

La obra filoséfica maxima de
Descartes es El discurso del Método
en esta obra busca el fundamento de
la certeza en el hecho indubitable de
fa conciencia del propio pensamiento.
En el campo del algebra propuso un
teorema importante que permite
hallar el residuo de una division de
polinomios por simple evaluacion.

PXx)
X-—-a

R =P(a)

Resto de Ia division
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Esta divisién exige condiciones especiales:
a) Aplicamos el método de Hormercon el ordenamiento de los polinomios ascendentenmente.
b) El cociente obtenido posee ifinitos términos.
¢) Elresto se hace tender a cero
d) Dicha division es vélida para ciertos intervalos de la variable.

Ejemplos:
o Dividir ] entre [ -x

Resolucién: Por Horner

11 0 0 0 O0.......
g 1 1 00 :.11 R S S ;x| <1
T o
o Dividir | entre I -4x + 4x’
Resolucion: Por Horner
11 o 0 0 0 ...
Hhi ¢ 4 = ———1—-; = I+4x + I2x7+32x" + ... ;
4 16 -16 1 - dx +4x°
48 48 ]
1 4 12 32 x| < 3

o Dividir 2x*-3x+3 entre 4x’-x+1

Resolucion: Por Horner

1 -3 2 0 0....
e 3 0 -12 o 27 -3 A3 2 ped
o | 6 o0 0 m—3+2x 10x° + ...
-4 2 0 4
3 0 2 10 i

Fuente: Algebra Superior - Hall Knght.
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Division entera
de polinomios

INTRODUCCION
La divisién de polinomios se origina con la divisién entera de niimeros naturales; como se verd hay
una relacién entre las propiedades de ambas divisiones.
Asimismo, se debe tener presente que los matematicos Guillermo Horner y Paolo Ruffini fueron
quienes desarrollaron y esquematizaron los métodos para efectuar dicha operacion con los polinomios.
La divisién de polinomios tiene multiples aplicaciones, entre ellas:
I.  Enla obtencién de los factores de un polinomio, mediante los divisores binémicos.
II. Enla r§soluci6n de ecuaciones polinomiales mediante la aproximacién (aplicacién de la regla de
Ruffini

. Eneldesarrollo de las series de potencias, como: P(x) = a,x" +a,x" ' + ax"? + ... a,
que mediante division€s sucesivas por la regla de Ruffini es poslble escribirlo medlante la forma
P(x) = by(x-a)" + bj(x - )" ' + by(x-a)"? + ... + b,

que en aritmética se conoce como el camblo de base.

Las operaciones algebraicas de polinomios son analogas a las operaciones de los mimeros naturales,
de este modo, vemos que la adicién y multiplicacién de niimeros naturales generan niimeros naturales,
en cambio la sustraccién y la divisién de los nimeros naturales no siempre genera nimeros naturales.
Del mismo modo, en la divisién de polinomios las operaciones de adicién, sustraccién y multiplicacién
de polinomios, han generado siempre otros polinomios llamado suma, diferencia o producto
respectivamente, es decir, dentro de los polinomios son siempre posibles estas tres operaciones enteras.

En cambio dados dos polinomios P(x), h(x) no siempre sera posible hallar otro polinomio q(x) que
multiplicado por h(x) genere P(x).

Es decir, dados los polinomios P(x) y h(x) no siempre existe q(x) de tal modo que se cumple

117
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Lumbreras Editores Algebra

Como es facil darse cuenta, para un polinomio P(x) no siempre existe otro polinomio P(’Xl) tal que
P(x) . P(:) =1 salvo que P(x) sea una constante no nula.

Para resolver el problema de la divisién de polinomios se ha procedido de manera anéloga a la
divisién entera de nimeros naturales, agregando la definicién de residuo.
Asi 425 entre 72

425 |72

cociente en los naturales
65 G5

De talmodo [425=72.5+65

Esta division en los naturales no esta definida, pero definiendo como divisién entera y un cierto
residuo fue posible.

Veamos otro ejemplo: 57 entre 429 no es posible efectuar en los naturales ni siquiera con residuo,
puesto que 57 es menor que 429, del mismo modo 2x°+3x- 1 entre x”- 2x+3 no sera posible, puesto que
el grado del primer polinomio (3) es menor que el segundo (7) imposibilitando esta operacién.

Por lo tanto, el presente capitulo tiene como objetivo resolver operaciones de divisién de polinomios
que puedan definirse, por lo que debe tenerse en cuenta la siguiente definicion:

Dados dos polmormo D(x) ¥ d(x) de grados m oy respecnvamente (mz n) llamados Z
- dividendo® y divisor; dividir D(x) entre ‘d(x) consiste en hallar otros dos polinomios ¢(x) y R(x)
-flamados coaente y residuo donde el grado de R(x) es'menor que “n” o bien R(x)=0 ; de tal
- FRanera que estos poimormqs cumplan la 1dent1dad fundamental de la division entera

IDENTIDAD FUNDAMENTAL DE DIVISION ENTERA '

Dados los polinomios dividendo (D(x)), divisor (d(x)), cociente (q(x)) y residuo (R(x))
condicionados por la definicién, se cumple:

(0.2 (). 400 +R0I )

~

Ejemplos: . Dividir (x*+8) entre x>-2x+4
. Dividir (x®-6x+10) entre (x-4) Veamos
Veamos ¥ +8 +4
2
- cociente
x2- bx +10 %remduo
@ . = X+8 = (X-2x+4)(x+2)
cociente
Lresiduo

Su residuo es idénticamente nulo

= X¥-6x10 =(x-4) (x-2) +2
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CAPITULO V

Division entera de polinomios

P EQREMASS

Dado el dividendo D(x) y el divisor d(x), los
polinomios cociente q(x) y residuo R(x) son
unicos.

Demostracién
De la identidad fundamental
DG =dx).qix) +RX) ... (o)
Supongamos que existen otros q'(x) y R'(x)
distintos a q(x) y R(x)
Setendrd D(x) =d() q'(x) +RG) ...... ®)
De (o) - (B)

0 = d(x) {q(x) - ¢'(x)} + R(x) - R'(x)

= d(x) {q(x) - ¢(x)} = R'(x) - R(x)
como q(x) = q’(x) = q(x) - ¢'(x) es al menos de
grado cero, lo cual implicard que d(x) puede ser
a lo mas del mismo grado a R'(x) - R(x) lo cual
es absurdo de acuerdo a su definicién.
De donde se concluye que

qx)-q() =0 = qx) =q'(x)
asimismo R'(x)-R(x)=0 = R(Xx) =R'(x)

. q{x) y R(x) son tnicos.

Ejemplo:
Si D(x) = x*-5x-8
d(x) = x-6
= qx)=x+1; Rix) =2
y a su vez son Unicos.

CLASES DE DIVISION
De acuerdo a su resto o residuo podemos
clasificar en:
1. Divisién Exacta (R(x) = 0).
Llamaremos asi cuando el resto o residuo
sea un polinomio idénticamente nulo.

(D00 = 4t ()]

Luego

Ejemplo:

Al dividir (3 - 5x - 14) entre (x-7)

Vemos que 2 - 5x - 14 = (x-7)(x+2)
-qgx)=x+2 ; Rx)=0

2. Divisién Inexacta (R(x)=0).
Llamada también Divisién no exacta, toma
este nombre cuando el residuo no es
idénticamente nulo, por lo que definimos
D(x) = d(x) q(x) + R(x)
Como d(x) = 0, se tendrd la equivalencia

siguiente
DR | gy s RO
L E ax) F
5 N
Ejemplo:
Al dividir xX*-3x+4 entre x’+x-1
tendremos
X344 = (ex-1) (x-1) +3 - x
e dix)  qk) )

De manera equivalente
3 _ _
x"-3x+4 g, 3-x

x2ex-1 xZax-1

Propiedades de Grados

1. El grado del cociente es equivalente a la
diferencia del grado del dividendo y el grado
del divisor.

Vemos —— =x™"
n
Ejemplo:
s
x _
— x5 3 = x2
x3
Entonces

Grad (q) = Grad (D) - Grad (d)
2 = 5 - 3

2. Elgrado méaximo que puede tomar el residuo
sera uno menos al del divisor.

R =Grad(d)~1)

Si el divisor es de grado “n”, el residuo a lo
mas podra ser de grado (n-1)
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CASOS QUE SE PRESENTAN EN EA DIVISION DE POLINOMIOS i
1. Divisién de Monomios. R(x)
Recordando la propiedad (1) grado del
cociente se tiene: ax'? 4 Sy X9
T - 2 43
q(x) d(x)
De donde podemos concluir
La divisibn de monomios es 3 .
siempre exacta. q(x) = 4" + EXI — cociente
R(x) =-3x+9 — residuo
Ejemplos:
Dividir
15
a. 8x° .28 xB8 < axT
7x8 7
-3x+9 -3x 9
b' 16x23 . ]_6x23—9 . lxM expresamos coimo 4X3 + 4x3 porque
32x° 32 2 no dejan como resultado polinomios que
puedan sumarse en el cociente,

120

Division de un Polinomio entre un
Monomio. Se utilizard la siguiente
propiedad.

(Propiedad Distributiva)

Ejemplos:

a 3x%-x%5x  3x3 x? , 5x
x x X X

= 3x%-x+5
b, 16x+6x'"-3x+9
4x3

Aplicando la propiedad distributiva

16x5 . 6ix 10 L ox + 9

4> 4x3 4x3

Divisién de Polinomios de mas de un
Término. La divisién de polinomios de esta
forma sélo estara definida para una variable
tomada como referencia, al cual se llama
variable ordenatriz.

EOREMA -

Delaidentidad fundamental de divisién entera:
P(x) = d(x) q(x) + R(x)

L Si x=1 = (p(]) =d(l)q(l)+R(l)J

Se obtiene la suma de coeficientes

ILSi x=0 — (P(O) - d(0) q(0) + R(O)J

Se obtiene el término independiente ]
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CAPITULO V

Division entera de polinomios

Ejemplos:
1. En ¥-3x+4=0+x-Dx-D+3-x
Donde D) =x*-3x+4 = D(1)=2
d(x) = 2+x-1 = d(1) =1
q)=x-1=q(1)=0
R(x) =3-x = R(1) =2

Veamos que D(1) = d(1) q(1) + R(1)
reemplazando sus valores : 2 = (1)(0) + 2
efectivamente 2 =2

2. Enla divisién ax! + 2x° + bx?- 10x+c entre
2x+3, hallar el valor de (a+b+c) si la suma
de coeficientes del cociente es -5 y el resto
es 15.

Resolucion:
De la identidad
ax'+2x° +bx*- 10x+c=(2x+3) q(x)+15

METODOS PARA DIVIDIR ALGEBRAICAMENTE POLINOMIOS -

Para x =1
= a+2+b-10+c = (2+3)q(1) + 15

-5
= a+b+c-8=-25+15
= a+b+c=-2
CRITERIOS PARA DIVIDIR POLINOMIOS
Dados los polinomios en una sola variable estos
deben ser completos y ordenados en forma
descendente. Sifaltase algtin término, en su lugar
se reemplazara un término con coeficiente cero.
Ejemplo:
45x - 22x% - 2x" + 7

3x3 -1
previamente se ordenara y agregara los ceros
correspondientes:

“2xt +22x3 + Ox2 v 45x + 7
3x3+0x%+0x -1

Los procedimientos a seguir derivan de la divisién entera de niimeros enteros

Por ejemplo 47 497 entre 295

47497 |295
-295{| 161
1799
-1750
00497 = 47497=295x161 + 202
295
202

Para los polinomios, cada cifra de los
nameros naturales es comparable con
un término del polinomio.

1. Método clasico o divisién normal.
Seguiremos los mismos pasos de la division

de enteros.

Ejemplo 1

Dividir (x*+2x-2) entre x-1

Resolucion:

De donde qlx) = X’ +x+3
Rix) =1
Ejemplo 2
Dividir  4x*+2x*-6x*-10x entre 2x+3

121
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Resolucion:

®

qlx) = 2x* - 125):2 -5
R(x) =

De donde

Ejemplo 3

Dividir x7+x°+x*+2x°+2x*+2
entre x*+x*+1

Resolucién:

x7/+,\7+ /+2x’+2x2+2 j)4—x2+
4

x'+2
+2JJ+2/
_gg-zxzz

=q)=x"+2 » R(X) =0

Ejemplo 4
Mediante este método es suficiente ordenar,
aunque no completar. Asf al dividir
6x°% + 4x" + 15x'° - 3x'° + 172 + x-15 entre

3B +2

Resolucion:

Usaremos la divisién normal

%«» 1861 - 3% 4 176+ x - 15 Ki;& 2

efSoah b R 2+ 5x- 1
By

Qg 2

10x+ 172 +x - 15

+2
17x* - 9x ~ 13
De donde q() =2x" +5x - 1
R(X) =172 - 9x - 13
122

2. Por coeficientes separados.

Es un caso similar a la divisién normal con la
diferencia que en este caso sélo se trabajan con
los coeficientes. En este caso sf se exige que los
polinomios, tanto dividendo y divisor, sean
completos y ordenados en forma descendente.

Usaremos el mismo ejemplo utilizado en el
caso anterior para que el lector forme su propio
criterio.

Ejemplo 1

Dividir (4x*+2x*-6x*-6x>-10x) entre (2x+3)
Resolucién:

Veamos

Usando tinicamente los coeficientes.

10 15

0 15
Ya que el cociente y el residuo son también

polinomios completos y ordenados en forma
descendente.

qlx) =2x?-2x-5AR(x) = 15

Ejemplo 2
Dividir x+2x°+x°+2x2+x'+2 entre x*+2
Resolucion:

5, .4 3 2
X2+ X5+ 2x°+2x %+ X472
Ordenando

x4e2

Usando sélo los coeficientes
o
S

|
y12212 |Doooz
100 0-2 11
7.1 2
0.00-2
2210

= qx) =x+1
R(x) = 2°+2x%-x
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CAPITULO V

Division entera de polinomios

3. Método de Guillermo Horner.

Diremos que este es un caso sintetizado de
coeficientes separados y exigen las mismas
condiciones.

Veamos el mismo ejemplo del caso anterior:

Dividir (4x*+2x*- 6x*-10x) entre (2x+3) en
un método esquematizado.

Asf:

d | Coeficientes del dividendo

'
3 NN
1 + - ¥ +
-5 \//
-0

Coef. del cociente 1Coef. del resto

Para dividir seguiremos el mismo

procedimiento de coeficientes separados

zr@)ﬁfaioe 0
—3
@E@

2 2 o 5 15

L i)

Coeficientes del cociente

= qx)=2x"-2x*-5
R()=

En forma general:

Dividir ax" +ax" '+ ax"? + ... a,
entre  byx™ +bx™ ' +bx™?+..b
donde n>maagb, * 0

se tiene en el esquema de Homer

@
‘ +
bo| 80| @, | 8, 8g.......i.... A, 2,

C € G S A R

1 Tt

Coef. del cociente Coef. del residuo

m-1
)

PROCEDIMIENTO PARA DIVIDIR

(Hallar los coeficientes del cociente y del residuo)

L C= %

0
(primer coeficiente del cociente)

II. Multiplicamos C, por cada uno de los
coeficientes -b,, -b,, .., -b,, ycolocar los
resultados en una fila, de una columna hacia
atras.

a
m C, =
IV. Multiplicamos C, por cada uno de los

coeficientes -b,, - b,,....,- b, (como II)
a, - Coby - b, C,

VI. Se sigue este procedimiento hasta que I
tltima multiplicacién toque la Gltim:

columna.

VIL. Para el residuo solamente sumaremos lo

elementos de cada

respectivamente.
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Veamos el siguiente ejemplo: CASO I
Dividir 12x°-x'+3x*+5 entre 3x*+2x*-1 Cuando a=1 ; se tendra:
Resoluci6n:
Completando el dividendo y el divisor; en el ax” +ax™ vax?s . +a,
esquema se tiene: x+b
cuyo esquermna sera:
3 +
-2 —8 B | 8 | Ag--ree-e-- § a,
0 6 “ach §
1 o) {2 x=-b ! i -be,
c C Cg =oeee ¢..|a,-bc,, =R
' -3 7
\___._v___u
Coef. del cociente Coef. del residuc
Co =23y
= qxX)=4-3x+2 ¢ =a -ab
R(x) =3 -3x + 7
e

4. Regla de Paolo Ruffini.

Se considera como un caso particular del
método de Horner, se utilizara cuando e} divisor
es de primer grado o transformable a esta forma.

Veamos un ejemplo inicialmente efectuado
por Horner para ver una comparacién con la regla
de Ruffini.

Dividir 3x' - 5x + 2 entre x+2
Por Horner

;%[—] —g P2

-2 -6 llzj —24258
Ne.e ®:

|3 -6 12 -29 : 60

= q(x) = 3x°-6x2+12x-29 AR(x) = 60

En general

124

Por lo tanto

q{x}= c,,x" +cx“+ +<:,,r
R{X) an bcni ‘>\‘\¥‘, 5. )

Ejemplo 1
Dividir
3x5 - 10x%+ 12x -x%+ 15
x-3

Resolucion:
. x3=0=x=3
{Il. Usando elesquema (previamente ordenado)

3 0 -1 -10 12 15
x= 19 27 78 204 648
3 9 26 68 216 |663

= q(x) = 3x"+9°+26x>+68x+216
R(x) = 663
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Ejemplo 2
Dividir
2B 14xT e 2x? -5
x"-3
Resolucién:

Haciendo un cambio de variable x’ =y
2y* - 14y +2y° -5

y-3
utilizando el esquema

Se tiene

+ o+ + +
2 [2][ o][-14]i[ -5
l \_Is_H_zng 72] | [174
y=3 |
2 8 24 58169

= q(y) =2y* + 8 + 24y + 58
como y = x’ reemplazando se tiene
q(x) = 2x* + 8x" + 24x" + 58

R(x) = 169
CASO II
Cuando a+1; se tendra:
ax"+ax"™! rax"?. . +a

ax+b
De la identidad fundamental

D(x) = (ax+b)q(x)+R(x) = (x +§) (agq(x))+R(x)

Se observa que el cociente queda multiplicado

[

por “a

+ + .+
8, | a, || 8, [----e | a,
b b b
b i —ae|[ gl E_acn-l
*=-a { { :
8, € G Gyl R,
+a] ¢ | | { resto
8% & & G
a a a a
Coef. de‘l'cociente
Luego
(q(x) = E‘;&““ +&x“‘2 +.§x" 23%)("\'2*'..}*::2—'
- a a a a
or b .
RW=a,- 2.6,
Ejemplo
Dividir
27x* - 6x2+x +15
3x -1
Resoluciéon:
Esquematizando

+ o+ +

va‘H—_6H—1

o
[y

p—t
‘—|om+

9 Lxgj -1
x=s
27 9 -3 0O
<3|}
9 3 -1 0O
Dedonde q(x)=9x+3x*-x
R(x) =15

TEOREMA DE RENATUS DESCARTES (TEOREMA DEL RESTO)

Finalidad. Se utiliza para hallar el resto en una divisién de polinomios sin la necesidad de efectuar dicha

operacion, es decir, de una manera directa

TEQREMA
En toda divisién de la forma P{x) entre (ax+b), el resto se halla mediante el valor

numérico del polinomio P(x) cuando x toma el valor de (— —b-)
a

. s
A
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Demostracién:

Utilizando la identidad fundamental de la
divisién serd posible expresar as{

P(x) = (ax+b)q(x) + R

i " resto o residuo constante
cociente

evaluando la identidad en x = -b/a
b

g o2 ooy

Ejemplo 1
Hallar el resto en
4x3 - 5x% + 3x - 1
X +2
Resolucion:
Usando el teorema del resto .
. x+2=0=x = -2 (forma practica)

II. Reemplazarx=-2ene]dividendo conlo cual
se halla el resto.

= R=4(-2)"-5(-2)" + 3(-2)-1
=-32-20-6-1
" R=-59

Ejemplo 2

27x1-6x%+x+15
3x-1

Hallar el resto en

Resolucion:
. 3x-1=0=x=1/3
[I. Eneldividendo

4 2
rR-27.0 1) -6| L]+ L5
3 3] '3

126

=271 6.l 1.5
8l 9 3

S22 1
3 3

W -

~ R=15

Ejemplo 3

x%(x+1)°-5x+3
x(x+1) -4

Hallar el resto en

Resolucién:
Haremos una ampliacién del teorema del resto
L x(x+D)-4=0=x+x=4
II. Eneldividendo
D(x) = [x(x+1D} - 5x + 3;

Reemplazando
= R(x) = (4)*-5x+3=-5x+67
" Ryy = -5x+67

Ejemplo 4

Hallar el resto en
(2x+1)(2x+3)(2x+2)*+x-5

2(2x2+4x)- 1
Resolucién:
. 2@2x*+4x)-1=0
= 4 +8 =1

II. Eneldividendo
D) = (2x+ 1)(2c+ 3)(2c+2f + x-5
[ S

=(4%+ 8x+3)(4x’+ 8x+4)+ x -5
1 1

= R(x) = (1+3)(1+4)+x-5
~ R(x) =x+15
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Problemas Resueltos

Problemat
Sean los polinomios
) q(x) = ax’+bx+c »
R(x) = mx+n

el cociente y residuo respectivamente de la
divisién

2x* +3x3 - 8x%+ 1 - 4x

x%-(x+1)

Calcular (a-b-c)?
Resolucion:
Por el método de Horner

+ o+
112 [3] [8i-a 1
(5) 535

2 5 -1:/0 0

—

@
[

Entonces qQ(x) =2x" +5x - 1

que serd idénticoa q(x) =ax® + bx + ¢

de donde a=2,b=5,c=-1

luego

{@-b-c)=12-5-(-DP=(2-5+1) =(-2* =4

Prsblema 2

3.p 4
Si en la siguiente divisién xTbx” -1

x+3x%-2
mx+n-3

+ +

316 [ [0i 0 -1

1y 2 | 4!
2 ® |- 2
(®i-1 2

2 1 1 i1 1

R(x) = mx+n-3
m=lAn-3=1 = m=1An=4
m-n=1-4 =-3

Problema 3
A8 8r5-5x 2+ 20t Tx3- 1
-1 +2x + 4x3
Enunciar el valor de verdad o falsedad de cada
uno de las proposiciones.
I.  Sucociente es X’*+2x°+1
II. Surestoes -3x*-2x
IH. La suma de coeficientes del cociente es 5.
Resolucién:
Efectuando la divisién por el método de Horner

Dada la division

-

+ o+ +
a4 81275 o -1

015 LQJ—Z 1
2| \N® | o||-4|i 2
1 @Loji o o
@io0 -2 1
1 2 0 1:-3 -2 0
De donde g =x"+22+1 4

R(x) = -3x° - 2x

Concluyendo que I. Verdadero
Il. Verdadero
Ill. Falso

Problemad
Hallar la suma de los cocientes que resulten de
efectuar las siguientes divisiones

3 2 3,3,2,
) 2x°+4x°+ 1 m 2x°+3x“+7
x+1 2x -1
Resolucién:
Dividiendo por la regla de Ruffini

1)) + +
2[ 4] o]

i

2

]

N

9|
il

= q,(x) = 2x*+2x-2
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Problemas Resueltos

Problemat
Sean los polinomios
: q(x) = ax’+bx+c
R(x) = mx+n
el cociente y residuo respectivamente de la
divisién

2+ 3x3 -8x%+ 1 -4x

x2-(x+1)

Calcular (a-b-c¢)’
Resolucion:
Por el método de Horner

1|2 ﬁlr}s}s-éx 1
2| | 2|}

st
Di-1 -1

2 5 ~-1:0 O

[y

-

Entonces qlx) = 2x* +5x - 1
que serd idénticoa q(x) = ax®> + bx + ¢
de donde a=2,b=5,c=-1
luego

(a-b-c) = [2-5-(-D]* = (2-5+1) =(-2)* =4

Problema 2

5x346x%-1
x+3x%-2

se obtiene unrestodelaforma mx+n-3

calcular m-n

Resolucion:

Realizando la divisién por Horner

+ o+

$16 5 [d:o 1
1y 2 | 4
2 ® |-y

2 1 1 :1 1

Si en la siguiente divisién

(3

Suresto R(x) = x+ 1 que sera idéntico a
R(x) = mx+n-3

De donde m=lan-3=1 == m=1An=4

Sorlotanto m-n=1-4 =-3

Prohlema 3
4x b+ 8x5-5x %+ 20t 7% -1
-1 +2x +4x3
Enunciar el valor de verdad o falsedad de cada
uno de las proposiciones.
I.  Sucociente es xX*+2x°+1
II. Surestoes -3x*-2x
III. Lasuma de coeficientes del cociente es 5.
Resolucion:
Efectuando la divisién por el método de Horner

Dada la division

+ o+ o+
i B 275 o -1

o/¥ Lo |-2|] 1!
-2 ® | o||-4|i 2
1 @Loli o o
@io -2 1
1 2 0 1:i-3 -2 0
De donde g =x+22+1 A

R(x) = -3x¥* - 2x

Concluyendo que I. Verdadero
II. Verdadero
IIl. Falso

Preblema s
Hallar la suma de los cocientes que resulten de
efectuar las siguientes divisiones

3 2, 3 2,
0 2x7+ dx®+ 1 m 2x°+3x°+7
x-1 2x-1
Resolucién:
Dividiendo por la regla de Ruffini
D + + +
2 [ 4][ o]i[1]
l l—zll-zlé 2
x=-1
2 2 -2 3
= q,(x) = 2x*+2x-2
127
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1)) + 4+ +
2 [5] [o]i[7]
ik

x=Y%

2 4 2 | 8
+214 b
1 2 1

= q(x) =X +2x+1

De donde
q,()+q(x) = @7 +2x-2) + (2 +2x+1)
= 3% +4x-1
Problema 5

En el esquema de Homer mostrado
1 3 a i b c
m 9 d
2 e

n -2 p 4 -3

Determinar el valor de
3+a+b+c
n+p-2

+ m

Resolucién:
ler. Método: Utilizando el esquema y el
procedimiento de Horner, se obtiene:
. n=3
. nm=9 = m=3
. 2n=d = d=6
IV. a+9=-2 = a=-11
V. e=-2m = e=-6
VI f=-22 = f=-4
VII. p=1+d+e = p=1
VII. g=pm = g=3
IX. h=2p = h=2
X. b+f+g=4 = b=5
XI. ¢c+h=-3 = ¢=-5

Reemplazando

3-11+5-5 _ -8
— + 3
3+1 2 2
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2do. Método: Del esquema, se tiene:
Dix)=3x"+a+x +bx+c
d(x) = x* - mx - 2
q(x) =nd -2x + p
R(x) =4x-3
Pero sabemos D(1) =d(1) q(1) +R(1)
= 3+a+l+b+c=(1-m-2)(n-2+p)+4-3
= 4+a+b+c = (-1-m)(n+p-2)+1
= 3+a+b+c=(-1-m)n+p-2)
— 3rarb+c R

m = -1
n+p-2
3+a+b+c
 ———+tm=-1
n+p-2
Prolilema b

Calcular el valor de “n” si la division
xt-x3-x+n
X -2

Resolucidn:
Por teorema del resto
. x-2=0—=x=2
. R=2-2%24+n=16-8-2+n = n+6
Por dato n+6 = 10
~n=4

, deja un residuo igual a 10.

Probiema7
27x% 4+ 81x* - 5x - 19
x +3

Hallar el resto en

Resolucion:
Usando el teorema del resto
L x+43=0=x=-3
II. R=27(-3)"+81(-3)*-5(-3)-19
=-3.3%+3" .3+ 15-19
= 3% 4 3 4
~ R=-4

Prohlema8

40 -
En la siguiente divisién w

x -1
determinar el resto para que la suma de

coeficientes del cociente sea 93.
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CAPITULO V

Divisién entera de polinomios

Resolucién:
41
De la division 2X__*1X+5
x-1
Por Ruffini:
2 0 0----eeeee- 0 n: 5
v=1 ¢ 2 2 2 2: n+2
2 2 2 2 n+2! n+7
41 términos
Por dato:
aq)=2+2+2+... +2+n+2 =93
40 sumandos

2.40+n+2=93 = n=11
como elresiduoes n+7
entonces reemplazando n=11
tenemos R = 18

Hallar el valor de 2-P

si la divisién

c-
—ax® byt s (e-Dxd-x2+ 4
“4x¥e2xt-3x 42

Resolucién:
Cuando se trata de una divisién exacta los
polinomios pueden ordenarse en forma
ascendente en tal sentido el esquema sera

+ + o+

2| 4+ [o][1]
3

es exacta.

N
i

Del resto
c-1+8-6+6=0=c=-7
b+12-4=0=b=-8
-a+8=0 = a=8

Luego
a-b es 8—(~8):_1§
c-1 -7-1 -8

= -2
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Prohlema 10

Al efectuar la division del polinomio
P(x)=x*(3ax-4d)-2(cx’-x- 1) entre (38x*+2x-a),
se obtiene un cociente g(x) cuya suma de
coeficientes es 30 y un resto idéntico a

S5ax+a+2 ; a-0

Calcular a
q(1) -a
Resolucién:
4 _ 3 _ ¢ 2
Ordenado Sax” - 4dx” - 2ex® i 2x + 2
3x%+2x-a
Por Homer
W_+—| + + .
3 3a-4d| | -2¢/: 2 2
-2 ™ [-2a] | a?i
a -2M aM
2N aN
a M N: 5a a+2
Del resto

2+aN=a+2 = N=1
2+aM-2N=5a = M=5
Deldato a +M+N =30 = a=24

de donde a 1 = 4
q(l)-a 30-24

Preblema 11
Obtener el residuo de efectuar la divisién
indicada

Bx ¥ +2(2)% + mx + 3™

2-3x

Si el cociente evaluado en cero resulta ser -3.
Resolucién:
Ordenado en el esquema para usar Horner.

&)
+ o+ o+
3@ [0 (5] (=] 5=
-2 6

4|8

!-3 -2 -4
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Por dato m;8 3 = m=
luego elrestoes 3™ + 6
~R=3+6=9

© de dondggodemos abservarque q,es el resto de | i
[ dividir:f(xyéntre xhy gﬁ cociente que se'obtiene ;
.en ladmslén 68, . . i
‘ do(x h)“*+q(xh” SR T
ly as{ sucessvameme Luegp [« [« q np v
+ pueden hallarse -por divisiones. sucesivas. - I
£l ulumo coc:en;e £s qo y 28 evidente que es 1gual :

Lap, = - U v
Bm s

Ejemplo
Sea f(x) =x*+ 2x + 5. Haliar f(x-2)
Resolucién:

1
-21 -2 4 -12
1
{
1

En este caso dividiremnos sucesivamente por x+2
yseobtendrd f(x-2) = x* - 6x* + 14x - 7
El cual puede verificarse reemplazando
directamente en f(x), x por x-2
Vemos f(x) =x*+2x +5

= f(x-2) = (x-2)* + 2(x-2) + 5

= x>-6x*+12x-8+2x-4+5
= f(x-2)=x"- 6"+ 14x - 7
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Probiema 12

Hallar el resultado de sustituir x por x+3 enla
expresién  f(x) = 2x* - X - 2x* + 5x-1
Resolucién:

Haremos divisiones sucesivas por Ruffini de f(x)
entre x - 3

2 -1 -2 5 -1
31 6 15 39 132
2 5 13 44 33D
3]+ 6 33 138
2 11 46 A8
3V 6 51
2 17
3y 6
@ @3

= f(x+3) = 2x*+23° +97x>+ 182x+ 131

Problema13
Sea el polinomio

0= (V3 +y/2he {1 2 V3?26 -{4-2vB)x?,

hallar suvalor numéricoen  x=43 -2
Resolucion:

Recordando que P(a) es el residuo de dividir
P(x) entre (x-«)

= P(\/§ - \/5) seré el residuo de dividir P(x) entre

(- y3+42)

Luego por Ruffini
B+2 -1+2-8)-(4-26) 0 : 26
B- l 1 5-2/6 E—Eés-z\lé
B+2 B-2 1 B-R| 5

(V3+V2)/3-v2) =1
V3 v2f-3-2-2/32
=5-2/6

De donde P(\/§—\/§) =5
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CAPITULO V

Division entera de polinomios

Probiema 13

Hallar a+b en la divisién de
55x°+(166+p)x-8-bx’ entre ax’-39x+2

Si deja como residuo a R(x) = px

Resolucién:

De D(x) = d(x) q(x)+R(x) divisi6n inexacta

equivalentemente a D(x)-R(x)=d(x)q(x) divisién

exacta.

Luego, ordenando ascendentemente para aplicar

el método de Homer (prob. 9) (sélo en divisiones

exaclas).

-8 + 166x + 55x3-bx?

2 - 39x + ax?
1 —,

2|-8 | 166! -b 55

39 ) -156 4a
-a @ ; 195 -ba
-4 5 '195+4a-b 55 - ba
——
CERO CERO

Por ser exacto:
55-ba=0 = a=11
195+4a-b=0= b =195+4a

won

Reemplazando el valor de “a” se tiene
b =239

a+b =250

Prohlema 15
Determinar la suma de coeficientes del cociente
que se obtiene al dividir

(4x* - 2x™ + x + b) entre (x-1)

Resolucion:
Por Ruffini
4 -2 0 0----oee 0 1ib
l 4 2 2. 2 26
x=1 !
4 2 2 2-----eeee 2 3
80 términos

XCoef. q =4+ 3 + 78(2) = 163

Probloma 16
El residuo de la divisién
(x+1)"+1 entre (x*+2x) tiene la siguiente forma

R(x)= ( 5 ) x +b, seginello senalar el valor de

”

Ua
Resolucion:
Sea q(x) el cociente, entonces

e+ D"+1 = (P +2x) q(x)+( 5 )x+b

Por ser identidad
. Six=0
= 1"+1 = 0g(0)+0+b = b=2
II. Six=-2
= (-2+1)"+1 =0.q(- 2)+[ 5 )( 2) +2

Luego (-D)"+1=-1+a+2
na=(-1°

Problema 17
Serialar el residuo en la siguiente divisién

O+ D 2-x)*(x 2-5x+6)
xt-2x-4

Resolucién:
Por el teorema del resto

X-2x-4=0 = xX-2x=4
En el dividendo

(c+1 !(x- 1)% 22 (x-3)(x-2)

Efectuando como se indica

02 -2x-3) (- 2x+ D) (- 2x)

como

¥ -2x=4 = R(x) =(4-3)(4+1)x.4
. R(x) = 20x

Problema 18

x™!' - (+2Dx+n+1

x -1
el término independiente del cociente es - 10,
i{de qué grado es el dividendo?

En la divisién

131
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Resolucién:
Por Ruffini

0 0 ... 0 -n-2 n+l
1 i 1 -n-1
1

1 -n—1| 0

Deldato -n-1=-10 = n=9
- grado del dividendo es 8.

Preblema19
O3+ DM +x% 413

x8+x3+1

Hallar el resto de

Resolucion:
B4 +1=0 ... (%)
=+l =-x°
Multiplicando por (x*-1) a (%), se tiene
E-DEE+x*+1) =0
= xX-1=0=x"=1
Luego en el dividendo se tiene
(-x8) x4 13 = x4 x%+13

=- (x®P'x% + (x®Fx3+13

1 1
= R(X) = - X+ +13
~ R(x) =13

Problema 20
Hallar el valor numérico del polinomio

P(x) = y2x® + (1-y/T0)x* + 2y/Bx® - 3y5x + 3/10
cuando x =5 - 2 ;
Resolucién:

(Del problema 13)
Por Ruffini

1410 25 0 -3/5 3410

52|+ J10-2 -{5+/2 3 3/5-3/2} -3/10-6

)

2 -1 5:42 3
P(5-2) - 6

132

-3y2 6

Problema 21
Siendo D(x) = 2x*-5x*+2 y d(x) = 2x*-3x;
dividendo y divisor respectivamente. Hallar el
polinomio cociente y el polinomio residuo.
Resolucion:
De la propiedad de grado, se determina que
cociente sera de 2do. grado y el residuo de ler.
grado.
Porlotanto q(x) =Cy> +Cx + C,
R(x) = ryx + 1,
En la identidad
2x" - 53 +2 = (2x2-3x)(Cp + Cox+ Co) + rpx +1,
haciendo uso de la identidad
2C,=2 = Cy=1
2C,-3C,=-5 = C; =-1

2C,-3C, =0 = C, = -3/2
9
,-3C=0 = r0=—2-
Asimismo: 1, =2
De donde se tendra q(x) = x*-x- 3
r(x) = - g-x+2

Problema 22
Si la siguiente divisiéon
2bx*+ 3ax?- [ V5 ]x2 s 8x+[ 6]
2% [y2]x-3
tiene como resto [Slx-4;
segun ello calcular 6ab

(Observ;\cién: TAl=n - nsA<n+i; nell, AeR J

Resolucién:
De acuerdo a la definicién de [A]

25/5<3 = [5] =2
2</6<3 = [/6] =2
15y/2<2 = [y2] =1

5<5<6 = [5]1=5

Luego la divisién es
2bx '+ 3ax?- 2x%+8x 2

R(x) =5x-4
~2x34x2-3
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CAPITULO V

Division entera de polinomios

De la identidad
D(x) = d(x) q(x) + R(x)
= D() - R(x) = d(x) q(x)
2bx?+3ax3-2x2+3x +6
-2x3+x2-3
Por ser exacta puede aplicarse el método de
Horner invertidamente

(Div. Exacta)

Y
-3| 6 3i-2 3a 2%
0[\_i0ii 2 -4
-1 Nioe o1 -2
2 H

2 -1'0 0 0

Del resto 3a-4+1=0 = a=1
2b-2=0 = b=1
. 6ab =6

Problema 23

Determinar el valor de m y n para que el
polinomio

P(x) = m® - mx" + mx - 1 sea divisible por
(.X'~ 1)2 .

Dé como respuesta 9mn

Resolucién:

Puesto que es divisible por (x-1)’ es también
divisible por x-1

Por teorema del resto

P(1)=0 = P(1) =n-m+m-1=0 - n=1
Para la divisién es posible aplicar un solo Homer
de divisor (x-1)? o aplicar doble Ruffini-de
divisores x-1

Por la regla de Ruffini :
1l -m 0 0 0 - m|-1
x=1{| 1 I-m I-m| 1
11-m 1-m -t I-m 1 [0
x=1/} 1 2m i19-18m
1 2-m 3-2m .- 19 -18m{20-18m
Porserexacta 20-18m =0
e m = .12
9

: =9 19 -
- 9mn 9(9)(1) 10

Otro Método:

Si es divisible por (x-1)?
=PM)=0AP1)=0

. PMD=nm+m-1=0 = n=1

I. P(x) =20x"- 19mx"® + m

Como P’(1) =0
= 20-19m+m =0
- m-10
9
9mn = [%)(1) =10

P’(x) es la primera derivada de P(x)

Prohiema 24
Sea el polinomio ¢(x) = x> + px + q de
coeficientes naturales y de suma minima, que
verifican las siguientes condiciones adicionales

1. ¢(3) es divisible por 6

I @(4) es divisible por 7

II. ¢(5) es divisible por 10
Hallar ¢(1)

Resolucién:

De las condiciones
@(3) = 3243p+q = 6 v ()
9(4) = £+4p+q = Tevoorore. ®
@(5) =5%+5p+q = 10erreerir, (6)

De(a)q=§}q=1°s ~ Qo= 15

De (b)q =3

En(e) como q=15 = pespar
De (§) = 16+4p+15 = 7

p= 7-31 _ 7K-3l1
4 4
Como K es entero y P es par, se obtendra
K=9 y elvalorde P sera 8.
Conocido pyq = ¢X) =x*+8x+15

v oe(1)=148+15=24
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Problema 25 Resolucién:
Al dividir Por el método de Horner
O D2 P Dt e 1) e i n+3
X2 0---0 ¢ 3n W-(5n-2):! 3

. . ‘20+1" Sn+l '
Indicar el término independiente del residuo T |
Resolucién: .
En la identidad fundamental % 3 _3_2113_+1 -5n3—+1 ! 5—2;—3+3

_ - ‘—\/——J

D(x) = d(x)q(x) + R(x) “n” terminos
Como el divisor es de segundo grado, entonces el
residuo podra ser de primer grado es decir de la Por dato
forma R(x) = ax+b n 2n+1 +2n+l . +2n|-1 X 5n+1 ol
Luego D(x) = (- Dg(x)+ax+b 3 3 3 3 3
donde D)= (x-17+ (- 1P+ (-1 +... — v/
(XZn 1_ 1)2n nveces n+3
Por lo tanto +3 - 6470
Si x=1 = D(1) = (12-1)q(1)+a+b N E+n(2n+l)+5n+]+17n+3+3 - 6470
Entonces D(1) =040+ .. +0 =0 3 3 3
a+b =0 .. ((X) n+2n2+n+5n+l+37n73+9:6470

Si =-1=D(-1)= ((-1)* 1)q(-1)-a+b 3
Entonces D(-1) = 224+0+2'+ ... + 2™ Emoncezs ,

= 41 +4+4+ .. 4" ) 2n°+6n+10 - 6470 < D3n+5 23235

i

n_
4 47- 1
4-1

Luego D(-1) = %(4“— 1)

" _a+b = %(4"71) ............... ®)

De (e)+(B) 2b = %(4“4) = bt§(4"—1)

" Por lo tanto el término independiente del residuo
2

es —{4"-1
2 )

Prohlema 26
En la siguiente divisién indicada

™ (n+Dx ™%+ 3nx2- (5n-2)x+ ~n-3

3x-3

la suma de coeficientes del cociente con el resto
es 6470. Hallar n.

134

= n’+3n+5 = 9705 = n(n+3) = 9700

= n(n+3)=97(100) n=97
Prohiema 27
Aldividir P(x) = X'+ A +Bx*+2x-1

entre un polinomio de 2do. grado se obtiene
como cociente xX’-1 y como residuo 2x+]1.
Indicar el valor de B.

Resolucién:

De la identidad fundamental

D(x) = d(x) q(x) +R(x) ; tenemos

X +AC+BX+2x-1 = (- D) +2x+ 1
Evaluando en la identidad

. Si x=1
= 1+A+B+2-1=0+2+1
A+B =1 .. ()
II. Si x=-1
= [-A+B-2-1=0-2+1
B-A=1.. ®

De («) v (B) sumando obtenemos 2B = 2

entonces B=1
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Division entera de polinomios

Problema 28
Si el polinomio  F(x) = X*+w +Bx+6
es divisible por

E(x) = x2+—2-2(-x+E con afb = 0
3 3
Hallar el equivalente de
el
5 5)
Resolucion:

Como F(x) es divisible por E(x), su divisién es
exacta.

Luego
1/t «i p 0
2a)) 2 B
3| 7313
B |20 ap
3 9 9
1 &0 0
3
Del resto
B 2¢? a?
Y- -0 > = —
BB 9 P 3
g-&B o = g-’
9 27

= F 2a =02 i )
3
Asimismo
g 2¢) (2], 20 2 B
3 3 3 3 3
Cde® 4 o 1 _
= bt — =
9 9 3 3
= F[E"—‘ =6 e (I
3

Luego

lF(_zﬁ) E(E)r/s = (ots. oc2)3/5 = o’
3 3
Problema 29
Se sabe que el polinomio
P(x) = x"**+Ax™*' + ABx"

es divisible por

Q(x) = X*-(A+B)x+AB
con AB = 0

Calcular el valor que asume %

Resolucion:

Como es divisible por X~ (A+B)x+AB

que es equivalente a (x-A)(x-B)

entonces, el polinomio  P(x) es divisible por
x-A y x-B

Por teorema delresto x-A=0 = x=A

Luego
P(A) =0 = A"+ AA™' + ABA" =0
= A" AA™)+B(A™)=0 ;AT £ 0

—~ 2AB-0 - 2-_1p
B

Problema 30

Determinar el valor de a,, sabiendo que al dividir
el polinomio
P(x) = ax'+ax*+x+1 entre X¥*+1 y x*-1se
obtiene dos residuos que suman 8.
Resolucion:
Por Teorema del resto
L ¥+1=0=x"=-1
= R,(x) = a,(- 1)+a,(- Dx+-1+1
Ri(x)=-ax+a, .......coooonn... (o)

I X1=0=x=1
= R,(x) = a,+ax+1+1
Ry(x) = ax+a,+2 ..... B

De (e)+(B)

(—a,x+a0)+(a|x+a0+2)i8

= 2a,+2=8 .. a,=3
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Si al dividir 5x° + 6x* - 1 entre x+3x*-2 se
obtiene un resto de la forma mx+n.

Calcular m-n
A)-4 B)-1 (O]
D)5 E) 4

Sea Q(x)=ax’+bx+c el cociente de la
divisién de 2x+3x°-8x*+1-4x entre
xX2-(x+1). Calcular (a-b+c)?

A)-3
D) 2

B) 4 a1

E) 3

En el esquema de Horner mostrado,
determinar el valor de (m+n+p)-(a+b+c)

h

n -2 pi14 -3

A) 20
D)5

B) 18 )15

E)-3

Hallar m+n, sabiendo que la divisién

3x% + mx® + nx? - x «2
x2+3
daun residuo 5x-10
A) 11 B)5 o1
‘D)7 E)4
Hallar el resto al dividir
2x1|9 1
x2-x+1
A)Yx-3 B) 4-2x C)3-2x
D) 2x-3 E)3-x

10.

Al efectuar la divisién
83+ 14x %+ 5x% + 16x2 + 3x + 2

4% +x +3

se obtiene su residuo

(5m+4n)x+(m+2n)
m

Encontrar el valorde m "

A) 2 B)% C) 4

D) -4 ) L
1

e ] —

Hallar el residuo en

34 (x_3)3n+3

—" = _____.es:
x3-26+27x - 9x*?
A)3 B)2 a4
D)5 E)6
Hallar el resto en
x+x'¥

x%-1

x-1
A) 2(x-1) B X(x-1) O x(x-1)
D)-x*(x+1) E) x*(x+1)

Hallar el valor de a+b+c si el resto de la
divisién indicada siguiente
ax® +bx*+cx®-5x-3

es 7x2+8x-3
23+ x2-x-2
A)21 B) 20 C)30
D) 40 E) 50

Calcular “n” si el residuo de la divisién
Ce+3)"Ce+ D™ + nx(x-1)(x+5) + 1
(x+2)?
es 2(1-18x); n es par
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CAPITULO V

Division entera de polinomios

11.

12.

13.

14.

A)5
D)2

B) 4 c)3

E) 1

En la divisién siguiente
2x% +3x* +bx3+6bxZ+x ra

x%-x+b

Se sabe que el resto es: 2x+3; ademaés la
suma de coeficientes del cociente es mayor
que 15. Calcular a.b

A4
D)2

B)}9 a7

E)8

Hallar el valor de “a” si al dividir

X 6 4 B e P+ ]

entre x-1, se observa que la suma de los
coeficientes del cociente es igual a 90 veces
su resto.

A} 13
D) 163

B) 155 C) 160

E) 165

Del esquema de Paolo Ruffini

A B C D E F

-1 ! 1 3 5 7 9
o ~, 2, 0N,
| A . h w L

Determinar la sumatoria de coeficientes del
polinomio dividendo.

A) 100
D)-25

B)-50 C) 50

E)O

Si P(x)= ax* + bx® + cx® + 3x + 1 se divide
entre x’~x+1 se obtiene un cociente cuya
suma de coeficientes es 22 y un resto
R(x)=10x-1, hallar a + ¢

A 77
D) 80

B) 78 Q79

E) 57

15.

16.

17.

18.

Al dividir F(x) entre (4x*-9)(x+3) se obtuvo
como residuo 2{x- 3)%. Hallar el residuo de
dividir F(x) entre 2x*+9x+9

A) -21x+9
D) 2x+1

B) 12x+3 C) -20x+11

E)-3x+10

Si se sabe que en la divisiéon de
F(xX)=ax"+(3a-b)x" '+(5a-3b)x" ?

+ (7Ta-5b)x" 3+ ... (n+1)
términos entre ax-b el residuo es l1la,
(a#b). Hallar el valor de n.

A)5
D)3

B)6 )4

E)7

Qué valor toma p.q en
x!+pxteq
2
x“+x+1
de modo que su resto sea idéntico a 3x+4

Calcular b-a si la division

ax®+23+a)x*+(121-a)x3-(6-b)x 2 +b(2x-1)

19,

20.

x?2x-1
da un cociente que evaluado en x=2 es 39;
ademds {a;b} < Z*

A)6
D)1

B) 4 Qs

E)-6

Calcular el residuo de la divisién siguiente
(x-1)7-(x-2)-1
x%-3x+2

A)x-1
D)0

B) x-2 1

E) -1

Al efectuar la divisién
(x2+ D5 +(x- 1) +3x

x3-x2+x-1
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21.

22.

23.

24.

138

Se obtuvo un resto R(x)

Segin ello, hallar el valor de S 1
R(1)
A) 3 B) 7 (o)) 3
7 5 7
D) L gL
8 7

Al dividir un polinomio P(x) entre el
producto de (x+1)(x+3)(x-2), el resto
obtenido es x*- 5x+1

Encontrar el resto que se obtiene al dividir
P(x) entre x’-x-2

A) x+5
D) 2x-1

B) -2x+3 C)-4x+3

E) -4x

En la siguiente divisién
3x'2-5x1%4 3x3+3x?-5x-5
ax?-b
Determinar el valor entero y positivo de a

y b para que dicha division sea exacta,
siendo a <4.

Aya=1; b=5 B)a=3 ; b=5
C)a=3 ; b=3
D)a=3 ; b=6 E)a=2 ; b=6

Al efectuar la divisién
axt+bx%+ cxZ+x+3

3x%-x+1
se obtuvo como residuo 2x+1.
Segtn ello, determinar la relacién correcta,
si el producto de los coeficientes del
cociente es 8.

A)c a=9 B) |bj =2
" O)Jaj-|b] =13
D) |b-c| >9 E)ab >0

Hallar el resto de la divisién
e DB 7013000 D73
x%+2x 2

A) 2x
D) 2x+12

B) 2x- 12 C) 2x+5

E) 2x+7

25.

26.

27.

28.

29.

Sabiendo que al dividir el polinomio
P(x) entre X*- (1+b)x+b y xX*-(b+2)x+2b
se obtuvo por restos 7x-4 y 5x-8
respectivamente.  Calcular la suma de
coeficientes del resto de dividir P(x) entre
X-(b+3)x* + (3b+2)x -2b.

A)3
D)2

B) 1 C4

E)O

Si al dividir
abx 3+ b2x%+ bex - abx +acx?+ ¢?

ax’+bx+c
b(a+c)
ac

se obtiene un resto acx. Calcular

A) 0 B) 1 C)-2
D)-3

Hallar el resto en la divisién

XS

(1) (x+2)

A) Tx+5
D)6x 1

B) 76x+2 C) 7x+6

E)3x-1

El cociente de dividir un polinomio de
tercer grado entre (2x-1) es (x*+2x-3) yel
residuo al dividir dicho polinomio entre
2x+1 es 1. Hallar el resto obtenido al dividir
el mismo polinomio entre 2x- 1.

A)-6,5
D) 4

B)-1,5 C) 45

E) 5

Dada la divisién

abex3-{ac+ba -c blr?+{a’h b c-c ajx-abc

o

exacta. Si abc = 0. determinar el valor de x,
que anule al cociente de la misma.

A) B) 2 Q)1
b

oo Tl

D) Bk
C
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CAPITULO V

Division entera de polinomios

30.

31.

32.

33.

34.

35.

Dar la suma de coeficientes del cociente de
la divisién indicada
x5 14x1+29x%- 36
(-1 (x-2)(x-3)

B) 12

A) 13
D) 24

C) 18
E)6

Hallar el resto en la divisién
(V2 1t - (242 +2)x- (Y2 +a)x <2
X - \/§~ 1

B)2

A) 1
D)4

)3
E)5

Si la division
ax?rbx®+ 16x-25
2x%-x+4
deja como residuo 3x-5

Segln esa informacién, hallar el valor de
a+b.

A)2
D) 36

B) 11 C) 33

E)7

Determinar la suma de coeficientes del
cociente que se obtiene al dividir

4x¥-2x™Pi x4 b
x-1

A) 165
D) 164

B) 162 C) 163

E) 161

Hallar el valor numérico del polinomio

P(x) = x4+3:§/§.‘/§x2— (5 +§/§A~2\/§)x+ 3\/55+4

cuando x toma el valor de 3\/5— ‘/?_>

A)-1+35  B)O C) 2325
D)7 E)23/25+7

Hallar el resto en

(1rx)(1+x?)

A) (10-n) x+4
oo
D) 2x+4"

B)(4n- )x+n

E) xX-x+1

36.

37.

38.

39.

Al efectuar la divisién siguiente

xPex1012x12 7x5.9x-1

x2+1
Dar el valor de verdad de las siguientes
proposiciones:
I.  Suresto es un polinomio constante
[I. Surestoesx+2
Ill. La divisién es exacta
IV. Suresto es x-2

A) VVFF
D) FvWWv

B) FVFF C) VFFF

E) FFFF

Si el polinomio 2xX°+x'+ax’+bx+c es

divisible por x*- 1, hallar 2= b
a-b
A 3 B) 3 o 2
2 2 3
D)-2 E)-1
3

Al efectuar la divisién siguiente
2x5+7x1-3x3+5x + 1
x3+3x2 4k
se obtiene un residuo de primer grado.
Hallar el residuo.

A) 14x+1
D) 14x-2

B) 14x+3 C)3x+14

E) 14x+2

Averiguar el coeficiente de aquel unico
término central que ofrece en su desarrollo
la divisién de

ab(a™+bMx™2-ab(a"b '«bha Hx"-abx? - |

40.

(ax- 1) (bx-1)
talque ab # 0
A) an/2+bn/2 B) anl_‘l_bnl
Cla+b
n-1 n-1 n-1 n.l
D)a? +b ? F)a ? +b ?

Al dividir P(x) entre (x*+x+1) se obtuvo por
residuo (x+1) y al dividir P(x) entre
(x*-x+1)elresto es (x-1). Calcular el resto
de dividir P(x)+ (x'+x%+1)

A) x+1 B) x°
D)xX*+x

) x* - x
E)x*-1
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CAPITULO

Divisibilidad

Pierre Fermat (1601-1665)

Famoso matematico que nacié en Beaumont
de Lomagne, Francia, y murié en Castres. La
mayor parte de su vida transcurri6 en Toulose,
donde fue consejero del parlamento local. Fue
el matematico mas original de su tiempo y el
primer gedmetra. Estudié preferentemente la
teoria de los nimeros. Publicé pocas obras; la
mayoria de sus frabajos consisten en
anotaciones marginales en obras matematicas
que habia leido. Entre sus trabajos merecen
destacarse el conocido principio de Fermat,
sobre optica geométrica, y dos teorema que
llevan su nombre, uno de los cuales ha sido un
enigma para los matematicos de todos lfos
tiempos. El teorema para el cual no era posible
hallar una solucién general es el siguiente:

"No existen tres numeros enteros que satisfagan la siguiente ecuacion:
X'+y'=7"sin>2"

Este problema sélo fue resuelto por Euler (para n=3) y por el propio Fermat
(paran=4)

Se supone que Fermat poseia la demostracion. Los grandes matematicos no han
podido resolverlo, hasta después de 350 afos; el matematico inglés Andrew Pilles,
luego de 10 afios de investigacién, logré demostrar el teorema de Fermat en la
Universidad de Princeton en 1997.

Fermattambién hizo trabajos sobre el calculo de probabilidades.
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A

wi-> Los cuatro d midgicos

Este problema, expuesto por primera vez en el siglo pasado, cuenta con la simpatia de
los aficionados a los problemas matemdticos.

Se trata de obtener, para toda la serie de niimeros naturales, expresiones en las que
aparezca cuatro veces el niimero 4, junto con simbolos matemdticos snuples. Para expresar
los diex primeros mitmeros, sélo son necesarios los signos de las cuatro operaciones
Sundamentales: sumar, restar, multiplicar y drvidir.

Aqui esid la prueba:

1 -4
44
Z:ifi
74
3:4+4+4
4
4=4+f'_4
4
5. (444
4
6-q. 34
4
7-# 4
4
8 -4+4+4-4
9-4-.4.2
4
10 - 444
4

Fuente: Nueva Matenuitica - 1id. Salvat.
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pivisibilidad de polinomios
" Cocientes notables

{OBJEI‘IVOS & " ST S e }
Conocer el manejo de las divisiones exactas. Ll \’ P f‘\ L gj: . i
btener cocientes de ciertas divisiones notables;. S : " s §
Entender definiciones Jprevias para caplar la idea c:abal de la factonzacxén (Teorema de factor)Jg

Aphcar el algontmo de hﬁmsxén en fum:lén alos grados de los polmomlos

INTRODUCCION

La teoria de divisibilidad de polinomios estudia las propiedades que tiene una divisién exacta entre
polinomios. Ya en la divisiébn numérica de los enteros, la divisibilidad nos da a conocer diversos criterios
para reconocer divisiones exactas, con lo cual la parte operativa se reduce notablemente y sobresale la
parte analitica.

En los polinomios, la divisién (de elementos: dividendo, divisor, cociente y residuo) también tiene
propiedades de divisibilidad, que son herramientas para reconocer divisiones exactas, pues esto permiite
encontrar las raices en un polinomio, lo cual es fundamental en la teoria de ecuaciones.

También los criterios que se tengan de divisibilidad de polinomios sirven para factorizar polinomios.

Entonces, en general, la divisibilidad de polinomios es una teoria basica que debe conocerse para
afrontar, con éxnto situaciones diversas en los capitulos en las cuales se tenga como elementos a los
polmomlos una aplicacion de este capitulo podria ser el siguiente ejemplo:

Un auto tiene un movimiento rectilineo cuya velocidad varia con el tiempo segtin la expresiéon
V (t) =t - 5t% + 3t - 15, se desea saber si para “5" segundos el auto se detiene y ademds queremos saber
si para otro tiempo diferente de “5” también se detiene.

La solucién seria averiguar si para t=5 la velocidad es cero, para ello reemplazamos en la expresién
V(5) =5 -5(5+3(5)-15=0

Se observa que la velocidad es cero para t=>5, entonces, el auto se detiene. Ahora veamos, si para
otro tiempo diferente de “5” también se detiene, para ello vamos a transformar nuestra expresion enuna
multiplicacién indicada.

vt )

Como V(5)=0 entonces la d1v1516n

{t-5).
Luego hallando el cociente por Ruffini, tenemos
1 -5 31-15

es exacta, en este caso diremos que V(i) es divisible por

5 5 0f 15
1 0 3] 0

Entonces el cociente sera  q(t) =t + 3, luego: V(t) = (& + 3)(t-5)
€Como el tiempo es siempre positivo, para otro tiempo diferente de “5” la velocidad no es cero.

". Para un tiempo diferente de “5” el auto no se detiene.

143
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[ DrvisiBILIDAD /

Sean f(x) y g(x) dos polinomios de grados no nulos con coeficientes reales o complejos, si el resto
de la divisi6n de f(x) entre g(x) es idénticamente nulo, entonces g(x) se llama divisor de f(x).

DEFINICION *~

Dados dos polinomios f(x) y g(x) de grados no nulos se dird que f(x) es divisible por g(x) si existe
un Unico polinomio h(x), tal que se verifique la identidad de divisi6én exacta.

E‘S(x) es cﬁvisiblé ﬁk}r g(x) *=*« 9 iﬁr(x) ;i) = g(x)fh(::\') j

En efecto, si g(x) es divisor de f(x), el cociente de la divisién f(x) entre g(x) es h(x).
Si f(x) es divisible por g(x), entonces g(x) es un factor de f(x).

Ejemplo:

Sean f(x) = (X" - 4)(x+5) v g(x) = x¥* + 3x - 10,
diremos que f(x) es divisible por g(x) ya que f(x)
entre g(x) es una divisién exacta. Entonces
existird un Gnico polinomio h(x) de tal modo que
f(x) = g(x).h(x); siendo h(x) el cociente de dividir
f(x) entre g(x).

En efecto

f(x) = (F-DHx+5) = f(x) = *+5x2-4x- 20
g(x)= x*+3x-10

Luego aplicando Homer

1—11 [‘+5|E-4 -20
-3)\ |—_3J§10

' -6 20
10 §

1 2:0 0

De donde h(x) = x + 2, luego f(x) = h(x) . g(x)

TEOREMA DEL FACTOR
Un polinomio P(x) de grado no nulo se anula para
x=q - P(x) es divisible por (x-a); luego (x-a) es
un factor de P(x)

144

Si el polinomio P(x) se anula para x=q, es
decir, P(0) = 0 = el resto de dividir P(x) entre
(x-a) es cero; luego P(x) es el producto de (x-«)
por otro polinomio de grado (n- 1), siendo “n” el
grado del polinomio P(x), es decir, P{x) es
divisible por (x-a).

Reciprocamente si P(x), es equivalente a
(x-e).g(x), entonces P(x) se anula para x=a.

La condicién necesaria y suficiente para que
el polinomio P(x) sea divisible por (x-«) es que
P(x) se anule para x=«.

Ejemplo:

P(x) = 2x*+5x?-7x-12, evaluando en x=-3
= P(-3)=0 = (x+3) es unfactor de P(x)
= P(x) = (x+3) gx) ; g(x) es de 2do. grado

Para conocer g(x) se tendra que dividir
P(x) entre x+3 por la regla de Ruffini

De donde g(x) =2x-x-4

www.FreeLibros.me



CAPITULO VI

Divisibilidad de polinomios, cocientes notables

vope e b

TEOREMAS DE DIVISIBILIDAD

. TEQREMA 1 ™

Si f(x) es divisible por g(x) y g(x) es divisible
por h(x), entonces f(x) es divisible por h(x)

Demostraciéon
Por condicién

f(x) = m(x) . g(x) .......... )
g(x) =nlx) . h(x) ......... 2

Reemplazando (2) en (1)
f(x) = m(x) . [n(x) . h(x)]| = h(x) [m(x) . n(x)],

de donde vemos que f(x) es divisible por h(x)

TEOREMA 2

Si f(x) y g(x) son divisibles por h{x),la sumay
la diferencia de f(x) y g(x) es divisible por h(x)

Demostracion:

De la condicién
f0) = mO) h(x) e D
g(x) = n(x) h(x) .......... 2)

(D+(2)
f0)+g(x) = [mx)+n(x)] h(x) ;

1)-(2
f()-g(x) = Im)-n()] h(x) ; m(x)}-n(x) =0
= f(x)+g(x) » f(x)-g(x) son divisibles por h(x)

m()+n(x) = 0

T EQREMA. 3. 50, | 447

Si f(x) es divisible por g(x), el producto de f(x)
por cualquier otro polinomio no nulo h(x) es
también divisible por g(x)

Demostracién
De la condicién f(x) = m{x).g(x)
Multiplicando por h(x) = 0
= f(x).h(x) = m(x) . g(x) . h(x)
Se observa que f(x).h(x) es divisible por g(x)

De los teoremas 2 y 3 se deduce:

F b H M N ™
A S‘icada uno.de los polmomlos ¢ -
100, 2(Jc), <o (X)) SORN divisibles por g{x);
el polinomio £{10g,(x) + L)) + ...
- £dx) g,0x) donde: g,(x), g,(x) ...... gilx}
son unos poliriomios atbitrarios, lambnén es
’ divisible por g{x).
. Tode polinomio f{x) €5 divisible por
‘¢ualquier polinomio de grado cero.
En efecto; i
OSEf(x) = agx + aptt! & e a v g0x) =¢,
donde ¢ es constante no nula, un polinomio
arbitrario de grado cero. .

Entonces: .
. - a S la

0= cf 2xns Zpenry 2

¢ < c

1. Siel polinomio f(x) es divisible por g(x), f{x)
" es también divisible por ¢.g(x), dende ¢ es
una constante no nula,
.. En efecto, de'laigualdad f(x)=h(x) g{x)
| resultalaigualdad f(x} = (¢t h(x)).(c.g(x))
IV, Los polinomios f(x) y g(x¥ ‘son divisibles’
entre si cuando y sélo cuando f(x) ='e.g(x),
siendo ¢ constante rio nula.

TEOREMA 4

Si el polinomio P(x) es divisible separadamente
por los binomios (x-a), (x-b) y (x-c)/a+b-c,
entonces P(x) es divisible por el producto:
(x-a)(x-b)(x-c)

Demostracion:

I Como P(x) es divisible por (x-a)
= P(x) = (x-a) q,(x)

II. Como P(x) es divisible por (x-b) / a+b
= q,(x) = (x-b) g,(x)

. Como P(x) es divisible por (x-c)/a+=b#c
= qy(x) = (x-¢) q;(x)

Dedonde P(x) = (x-a)(x-b)(x-c)q,(x); luego se
concluye que P(x) es divisible por

(x-a)(x-b)(x-c)
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_ Reciprocamente, si P(x) es divisible
[ por (x-a)(x-b)(x-c) ; a=b=c , sera
divisible separadamente por (x-a),
(x-b)y (x-c)

Ejemplo:

Si P(x) = 3x"+2x°+ax’ +bx+c

es divisible por (x-2)(x+3)(x+2)

Calcular el valor de 4a-2b+c

Resolucién:

Como P(x) es divisible por (x-2)(x+3)(x+2),
entonces serd divisible en forma separado por
(x-2),(x+3)y (x+2), luego P(x) + (x+2) es exacta.
Porel teorema del resto P(-2) =0

= P(-2) = 3(-2)*+2(-2)*+a(-2)*+b(-2) +c= 0
= 48-16+4a-2b+c =0

. 4a-2b+c =-32

SN VTR OREMA. o ES
Si al dividir un polinomio P(x) entre (x-a);
(x-b)y (x-c)/a = b * c en forma separada deja
el mismo resto en cada caso, entonces al dividir
dicho polinomio entre (x-a)(x-b)(x-c) dejara
el mismo resto comuin.
Asf P(x) + (x-a) = R(x) =R

P(x) + (x-b) = R,(x) =R

P(x) + (x-¢) = R;(x) =R
= P(x) + (x-a)(x-b)(x-c) = R(x) =R

Demostracién

I.  P(x)-R esdivisible entre (x-a)
= P(x)-R = (x-a) q,(x)

II. P(x)-R es divisible por (x-b)
= P(x)-R = (x-b) q,(x)

M. P(x)-R es divisible por (x-c)
= P(x)-R = (x-¢) q;(x)

De (1), (1) y (III) por el teorema anterior

P(x) - R es divisible por (x-a)(x-b)(x-¢)
= P(x) - R = (x-a)(x-b)(x-c)q(x)
= P(x) = (x-a)(x-b)(x- c)g(x)+R
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divisor, se les multiplica por un polinomio de
grado no nulo, el cociente no se altera; pero el
residuo queda multiplicado por dicho polinomio.

Demostracién:
I D(x) = d(x)q(x) + R(x)
II. Multiplicando por S(x) ; S(x) = 0
D(x) . $(x)=[d(x) . S(x)1qlx)+[R(x) . S(x)]

De donde se observa que el residuo queda
multiplicando por S(x) y el cociente es el mismo.

Ejemplo
2x* - Tx + 4

xZ-x+1

Hallar el resto en:

Resolucién:

Multiplicando el dividendo y divisor por x+1

@x* -Tx + )+ D 2 - Tx - 4)(x+1)
(x?-x+Dlx+1)

x3+1

Porteoremadelresto xX’+1=0 = xX*= -1
Luego el resto es 206", x-7x+4](x+1)
R'(x) = [2(-1D)". x-Tx+4](x+1)

R(x) =(-9% + Dkx+1)

Como el resto quedé multiplicado por x+1, se
tendrd que R(x) =-9x +4

TEOREMA 7. v .-

En toda divisién de polinomios, si al dividendo y
al divisor se les divide por un polinomio de grado
no nulo, el cociente no se altera; pero el residuo
queda dividido por dicho polinomio.

Demostracion:

I. D(x) = d(x) q(x) + R(x)

. Dividiendo por S(x) # 0
D(x) _ d(x) , RG)
500 50 @ 50

De donde se observa que el residuo queda
dividido entre S(x) y el cociente es el mismo.
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Ejemplo Ejercicios para el lector: Halle el resto en cada
_9)3 una de las divisiones.
Hallar el residuo en (2x + )x - 20 Dxe+2) 5(x+1)®-x-9
(x-2)*(x+1) L =
x2+3x+3
Resolucién: 2 .
Dividiendo al dividendo y divisor por (x-2)*(x+1) I G- )T e
se tiene x-12-x
(2x + D(x +2) - x3+x-15
x-2 ) x3ex2ix+1
Porteoremadelresto x-2=0 = x=2 V. (2x-5)"(3x+1)(x-2)°
- RO) = Q) + DR +2) =20 @x+D(x-2)°
v, Xrax’-10x+12
Pero como el resto quedé dividido por ’ X3 1-x(e-1)
(x-2(x+1) = R(x) = 20(x -2)°*(x+1) 7 oo
V. X +2x°-1
x3ex?-x-1

/ Cocientes NortaBLEs |

Llamaremos cocientes notables (C.N.) a los cocientes que se obtienen en forma directa, es decir, sin
la necesidad de efectuar la operacién de divisién.

Las divisiones indicadas que dan origen a estos cocientes notables son de la forma

Mediante la combinacién de los signos se b. Su cociente: Efectuando la divisién por la
presentaran 4 casos.

n_,n
x"-y®  x"oy®  xMey" xMayn regladeRuffmi(x Y )setendré
x-y | x+y x+y | x-y X7y

Caso l l 0 0 .................. 0 *yn

a. Veamos su resto
Por el teorema del resto x-y=0 = x=y;
entonces se tendra R=y"-y"=0

Nos indica que para cualquier valor natural de . 2 3 .
n la divisién sera exacta, RS2 S I

Siendo el cociente de la forma
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En general el cociente se obtendra de la siguiente
forma

XY 2, xy +y?
xX-y
4,4
X -y = x3exlysxyay’
xX-y
5_,5
X TY ex3y exty?axydey?
x-y
Asimismo
x 7oy
—— — no genera cociente notable
X -y
porque -7 ¢ N
X 32y
no genera cociente notable
x-y
3
porque 5 eN
Ejemplo 2
Hallar el cociente notable generado por:
(3x)° - 1
(3x) -1
Resolucion:

Su cociente notable es

G+ Bx)P+ B +(3x) +1
que es equivalente a

8lx' +27° + X + 3x + 1

TEOREMA DEL TERMINO GENERAL

Finalidad

El Teorema tiene por finalidad calcular un
término cualquiera (t,) del cociente sinnecesidad
de efectuar el desarrollo de dicha divisién.
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» TEQREMA.

Dado el cociente notable:
xP- y n
X-y

= X

, un término cualesquiera t, es igual
k=1,2,3,...,n

Demostracién:

n
27 Gl o2y, 03,2 g 04y By 4 -l
=y r

x ~y —_— ——

t t2 t3 ty tn

Vemos:

t, =x""' = término de lugar 1
t, =x" % = término de lugar 2
t, =x" %* = término de lugar 3

[ = término de lugar k

Por induccion:

Qk:x" kyk 1w k=1,2,3,...... ,nj

Ejemplo 1

. x50 _y60
En el Cociente Notable de: ———, hallar el
X-y
término de lugar 15
Resolucion:

xn_yn 1
Recordandoen =—2m = f =x"%*',

X-y
en el problema n=60 A k=15
=ty =x® By
" g = XByM

Ejemplo 2 (Para el lector)

a40 _ b80
De: — hallar el término de lugar 21
a-b
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x"- y n
xX-y

polinomio homogéneo de grado de
homogeneidad (n-1); es un polinomio de n
términos completo y ordenado con respecto a
ambas variables.

II. Si contamos los términos a partir del Gltimo,
para hallar el término de lugar k sdlo
intercambiamos los exponentes; asf

I. El cociente notable de es un

= xklymk

Ejemplo 1
{ Xy es un término del Cociente notable de
X6 _y ’
X~y
Respuesta:

Como el término es de grado 15 y 15 esel
grado de homogeneidad del cociente notable

= x°y' si es un término

16 16
X -
generado por X oy

de su cociente notable.

Ejemplo 2
¢ X°y"' es un térmmino del cociente notable de
X1y ?
X-y
Respuesta:

No, puesto que el grado de homogeneidad del
Cociente Notable serd 18 y este término es de
grado 16.

Ejemplo 3 (Para el lector)

. . Ly - bg
Del ejemplo anterior calcular | ———

Casoll

a. Veamos su resto:
Por el teorema delresto x + y =0
= x=-y = R=(-y)"-y
- Si nesp_ar - R=0
n es impar - R = -2y"
b. Su cociente:

Por la regla de Ruffini

I. Si n espar

i 00 0 ... O -y"
x=-yit y ¥ P o Y'Y
Loy ¥ -y e vt L0
Entonces
x"-y" XM oMy 20
X+y

IL Si n esimpar

1 ¢ 0 0 ... 0 -y
x=-yl -y ¥ Y . ooyt
I -y ¥ -y y -2y
Entonces
X2y e SxMhyaxm o aynty o
X+y X+y

Su cociente sigue siendo notable pero la

divisién no es exacta.
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De este modo se puede resumir en el siguiente cuadro

xM-yn

—x'_'y— ey + X" + L+ vneN
xM-yn -y -y nulo si n par
Xy X"y e x"y -y -2y" si n impar
xMeyn R e R S S S nulo si n impar
Ty oy Y gy 2" si n par
xtey"” ] 2 3.2 1

_ XXy XY+ LY 2y" ,vneN
X-y

Se tendrd también que algunas divisiones de la

x"xym .

forma ———-— generan cocientes notables,
x2xyb

siendo la condicién necesaria y suficiente

Ejemplo 1
, xW_y30
{ =2 __ genera cociente notable ?
x-y®
Veamos % = %(-)- = 10 = sigenera cociente

notable y tendré 10 términos.

Ejemplo 2
, X3 _y%
é genera cociente notable ?
xtey
Veamos 370 = % = % no es entero, entonces no

genera cociente notable.

Ejemplo 3

é¢Qué lugar ocupa el término de grado 34 en el
0_,20

cociente notable generado por el 5 Y o
Xy
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Resolucién:
Sea el término del lugar k en

2)20 0
!2‘__)2_")’_2_ D= ()P ke
S 4
Por dato, el grado del término seré
2(20-k)+k-1=34 = k=5
Luego el término en mencién ocupa el quinto
lugar.

Ejemplo 4
Calcular m si la divisién
13m + 1 8m+2

o 4
xm+| -y m
Resolucién:
Si genera cociente notable

genera cociente notable.

13m+1_8m+2 _

= "m+1 m rineN
T
(%)
De (%)
13m + 1 =8m+2
m+1 m

= 13m’+ m =8m’ + 10m + 2

= 5m’-9m-2 =0« (5m+1)(m-2) = 0;
meZ* = m=2
asi mismo para m = 2, se obtiener =9

Para m=2 se obtendrd un cociente
notable de 9 términos. .
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Problemas Resueltos

Probiema1
Hallar el polinomio P(x) de grado 3 si es divisible
entre (x-2) y (x+3) y cuya suma de coeficientes
es -4 y tiene por término independiente a 6.
Resolucién:
Como el polinomio P(x) es divisible por (x-2) y
(x-3) ser4 divisible por el producto.

= P(x) = (x-2)(x+3) q(x)

-
2do. grado ler. grado

Sea gq(x) =ax +b

= P(x) = (x-2)(x+3)(ax+b)
. Beer = P(1) = (1-2)(143)(a+b) = -4
2. Término independiente

P(0) =(0-2)(0+3)(a(0)+b) =6

= (-2J3)b=6=b=-1
En(l) a=2

& P{x) = (x-2)(x+3)(2x-1)

Problema 2
Al dividir un polinomio P(x) entre (x+1) y (x-1)
se obtienen como restos 2 y 4 respectivamente.
Hallar el resto de dividir dicho polinomio entre
-1,
Resolucién;
De los datos
P(x) + (x+1)=R=P(-1}) =2
P(x)+ (x-)=R=P(1)=4
Ademas
P(x) + (¢ - 1) = RK) = ax+b =777
De donde
P(x) = (2-Dq(x) + ax+b
Evaluando en
x=1:P(1)=a+b=4................ )
x=-1:P(-)=-a+b=2 ............ an

Sumando (I) A (II)
2b=6~-b=3
De (1I): a=1
~ R(x) =x+3

Prohiema 3

Un polinomio P(x) de tercer grado se divide

separadamente entre (x-1); (x-2) y (x+3);

dando como resto comin 5. Ademaés al dividirio
entre x+1 da un resto igual a 29. Calcular el

término independiente de P(x).

Resolucién:

I. Se sabe que al dividir P(x) entre (x-1); (x-2)
y (x+3) separadamente, deja el mismo
residuo que es 5
Entonces al dividir el polinomio P(x) entre
(x- D(x-2)(x-3) dejara al mismo resto 5.
P(x) = (x-1D(x-2)(x+3) qlx) + 5

3er. ;rado

grado cero

. P(x) = (x- D(x-2)(x+3)g+5

i, POO) = (x+1)=R=P(-1) =29,
evaluandoen x = -1
1-D(-1-2)(-1+3)q+5 =29
=(= 2

De (D y (ID
P() = 2(x- D(x-2)(x+3)+5
luego su término independiente es:
P0) =2(-D(-2)(3) +5=17

Problema 3

Al dividir P(x) entre (x+1) se obtuvo como resto
2. {Qué resto se obtendra al dividir (P(x))* entre
(x+1)?

Resolucion:

Por el teorema del resto

L PX)+x+D)=R=P(-D=2........ )]
I P%) + (x+1) = R,=P"°(-1) ......... (n

Por lo tanto de (I) y (II)
R, = 2'° = 1024
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Problema 3
Hallar el resto al dividir x'® - 1
entre X+xX°+x+1
Resolucién:
Multiplicando al dividendo y al divisor por x- 1, se
tiene:
o '-DE-1D . G1%-Dx-1)
x-Dx3+x%4x + 1) x4-1

Por el teorema del resto: x*-1=0=x'=1;
en el dividendo: GH"2-Dx-1)
=R,(x) = (1" (x-1)
R,(x) = 64 1)(x-1),
luego como el residuo quedé multiplicado por
x-1 = R(x) =x*-1

Prohiema 6
Si el polinomio
fx) = a® + 3x' + o + 3x° - 2x-(a+5) es
divisible por g(x) = x*-bx*+2x*+bx-p, ademas
g(x) es divisible por h(x) = (- 1)(x*+A).
Calcular (o + B)
Resolucion:
Si f(x) es divisible por g(x) y g(x) es divisible por
h(x) y h(x) es divisible por x- 1.
= tanto f(x) y g(x) son divisibles por x-1
De donde
f(1)=0 = a+3+ae+3-2-a-5=0= a=1
g(1)=0= 1-b+2+4b-p=0=p=3
~a+pf=4

Problema?
Si los polinomios
f)=x+ax+6 y
gl)=x"+bx+3
son divisibles por h(x) = 2x+c, hallar ac-bc
Resolucion:
Como f y g sondivisibles por h, entonces
(f-g) es divisible por h
De donde
(2 +ax+6) - (P+bx+3) = (2x+c) m(x)
= (a-b)x + 3 = (2x+c) m(x)
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Por identidad m(x) = m constante (m=0)

(a-b)x+3 =2mx + cm

= a-b=2m..... Q)]
3= CM e @)
(1 + (@)
a-b 2m

= —— =ac-bc=6
~ac-bc=6

Problema 8

Si el polinomio P(x) = x"' + Ax*+x” es divisible
porf(x) = x*- x + 1, el valorde A es:
Resolucién:

Como P(x) = x'(x*+Ax*+1) es divisible por
K-x+1

= x* + 2% + 1 es divisible por x*-x+1

Luego por Horner

v+ +
11 fo}[A: o 1
1 1|1y
1]: -1
-1 LA A
1 1 AiA-1 1-A
como A-1=0-A=1
Prohlema 8
Senalar el resto en la siguiente divisién
G-DO™ T+ rx3extix 1)
x-Dx+DE2+1)
Resolucién:
PR
Efectuando se obtiene
x* -1

Por el teorema delresto  x*-1=0 = x'=1
Luego en el dividendo reemplazamos x*=1
Obteniendo R(x) =0
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Problema 10
Determinar un polinomio de 5to. grado que sea
divisible entre 2x*-3 y que al dividirlo
separadamente por x+1 y x-2 los restos
obtenidos sean respectivamente 7 y 232.
Resolucién:
Por identidad fundamental

P(x) = (2x" - 3) q(x)
Sea q(x) =ax+b= P(x)= (2x' - 3)(ax+b)

1. De dividir
P(x) + (x+1) = R,=P(-1)
= [2(-1)*-3][a(-D+b] =7
+ a-b=7.... (o)

II. De dividir
P(x)+(x-2) =R, = P(2)
= [2(2)*-3](2a+b)=232

2a+b=8...(B)
De («) y (B)
a=5Ab=-2

= P(x) = (2x* - 3)(5x-2)

Problema 11

Determinar (m+n+p) sabiendo que el término

central del cociente notable generado por

xm3~]14 +yn3'740 . . .

e eselnoveno término y tiene por
x m + y n

valor x*y*

Resolucion:

Como el central es el término noveno, entonces

existen 17 términos.

3 3 _
m'- 114 _n 40 17

I

m?-114
m

De (1) =17 = m’=17m+114

~m=6

n? - 40
n

De (2) =17 =n'=17n+40

» n=5
Luego la divisién indicada es
(x6)7 + (ys)?
x6+y5

. L oankpkt
pt=a b

-ty = (xﬁ)'7’9(y5)9" = x By - xpyd0
m+n+p=59

Preblema 12

Hallar el valor numérico del término central en el
desarrollo de

(a+b)'? - (a-b)*P
abp
siendo a=2y7 y b=33,ademés p=a’+b?
Resolucién:
Dando forma

8l(a+b)*” - (a-b)?] _ g { (rb)*? - (a-b)*? }
[o* +b*)ab]8 (a+b)’ - (a-b)'
existen p términos en su expansién, entonces:
p=al+b? = (2y7)*+(3y/3)* = 55 términos
Luego t. = b, = 8{[(a+b)*]" [(a-b)* ]28"}
ty = 8[a%-b?]'®
Ademds a’-b*=1

=8
Prohlema 13
En el cociente notable generado por la divisién
x2m 3, y20m-57
xm* 1 +y m-3

Determinar el valor de “m” e indicar el nimero de
términos.
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Resolucion:
Como genera cociente notable, entonces se
cumple
20m + 35 _ 20m -57 -
m+1 m-3

donde « es el nimero de términos.

De donde
20m +35 =¢ = 20m+35=ma+a... (1)
m+1
20m-57 _ o = 20m-57=ma-3«... (2)
m-3
M-@): 92=4c = a-23

Su desarrolio tendra 23 términos.

Asimismo  20m+35 = 23m + 23
= 3m=12
. m=4
Problema ¥
En el cociente generado por
x2@- y b
x3-y7

existe un término central que es igual a x° y**'.
Hallar a+b+¢

“Kesdmucion:
Si genera cociente notable se tendra
{,.3\n 7\n
a b oo by
3 7 x3- y7

Si hay un término central, “n” es impar

_n+l 1+l

n ~—

|
b= b = (x3) 2 (y7)2 -xcpm

n-l
2
7 -
= E(nAl)=231=n—67

Luego c:-231(67—1) = ¢c=99

As{ mismo, de:

2.b 47 o a=201b =469
3 7
a+b+c¢ =769
154

Prolilema 15

Hallar el ntmero de términos del siguiente

cociente notable
o xl95 aHO _

Resolucién:

Sea la divisién

(x*)-(a)"

x%+al

a4

que genera a dicho cociente notable del cual se
conocen dos de sus términos consecutivos.
Sea

t =DM O @) =x™a

Por ser idénticos
5(n-k) =195 =n-k=39 » 7(k-1) = 140
=k=21 A n=60

. El cociente notable tiene 60 términos

Preblema 16
Reducir
xB-xTx™_ x| x?
I U
x4

Resolucién:
Vemos que tanto el numerador y el denominador
son cocientes notables. '

80 _ 1
a. Elnumerador es exacto

x2+1
b. El denominador

P TR PR S

x4 x?ed

4()+]

Luego
x%
M ZW(X4O‘]) _x40_l
40 40
xV+1 C
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Problema 17
La siguiente divisién
3
16 V4 - 8/2

3

Vi
genera un cociente notable cuyo término racional
es:

Resolucién:
Dando forma a la divisién

Donde un término cualquiera del cociente es:
s 7k 27k kol 27-K) | k-t
) k-1 3 7. 32

L-v4 27 =2 22 =2

Como se quiere tener término racional
20K, k1
3

debe ser entero.

kel =2 A 7-kK=3 =k=1v k=7

20

=t4=2% =16 v t,=2""=8

Problema 18

En el cociente notable generado por la divisién:
335
ERR
3
- Vx

<Cuéntos términos son racionales enteros?
Resolucion:
Tomando un término cualquiera

35-k k-1

tk:\/)_cgs‘k.?:/)_(k_lzx R

La naturaleza de los términos dependerd
tmicamente del exponente de la variable

35-k k-1 -k k-1

+ =17 4 — t —

2 3 2 3

= ( 17 - k-1 + %) , €s el exponente,

Recordando que un término es racional entero si
sus exponentes de sus variables son enteros y

positivos k- 1=2 A k-1=3 =k=6+1
Luego k = 1,7, 13, 19, 25, 31 y para cualquiera
de estos casos.

k-1 k-1
+ e

17 - T resulta entero positivo.

Como k toma 6 valores, 6 términos seran
racionales enteros,

Problema 19
Si la division:
Gx-1)%+ (Gx+1)%®
X

origina un cociente notable en el cual un término
tiene la forma A(25x2-1)",

Calcular A+B

Resolucién:

Dando forma a la divisién, multiplico y divido por
10

o 104Gx-D% + Gxe1)®
10x

10x = (5x-1) + (5x+1)

- m{(Sx-l)"9 + (5x+1)%
(5x-1) + (5x+1)

Un término cualquiera
t, = (signo)(10)(5x-1)*® * Gx+1)*!
equivalente a
AGx-1)F (B5x+1)® = 99-k=k-1 .. k=50
Por ser del lugar par, ser4 de signo (-):
=ty = -10(5x- 1)*(Gx+1)*
= A=-10 y B=49
A+B=39
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Prohiema 20 donde « es el nimero de términos.
Si la divisién Dando forma a la divisién
100 _ ¢ 3100 @ «
(_sz)(—z(x—zz))_ genera un cociente notable, (x - ') - (ysn' 1)
8xytx
e (x#1) o {y51)
calcular el valor numérico del término central
a-2 Ry
Para x=3 e y=2/2 t2=-(x3n") (y3n ) = -x'6y8
Resoluci6n: Como son idénticos
. oy N x:@-D@-2)=16 ..., )]
Bxy(x*+y’) = - (x-
YY) = ety ey y:i@-1D1=8=3-1=8 ........... (I

De(M+) 8(a-2)=16=a=4

-~ Tendrd 4 términos
Luego se tendrd

G- e Prebiema 22
Gyt - ey ¢ Qué lugar ocupa el término de la forma
Haciendo (x+y)' = m, (x-y)" =n Rlab(a+b)]"
m® - n® del cociente notable generado por
tendremos —rnT- (a+b)2- (ab) . .,

L . a%+3ab +b?
cuyo término central ocupara el lugar 13.

= t,= m? BpB = m‘n"? = (mn)lz Resoluciéon:

Reponiendo en términos de x e y Dando forma a la diViSi(;m
t3 = ((X2 - y2)4)l2 - (xz _ y2)48 a’+3ab+b? = (a+b)'+ab

= [@+)?]" - @)

evaluando en x=3,y=2¢§ ( o
a +b)- +(ab)

£:(312¢2) = [3 - 2y2)1% = 1

Sea k el lugar del término buscado
Probiema 21 te = (- DX ((a+b)?)" "  (ab)*-!

I Pordato: 11-k=k-1 = k=6
Sabiendo que al dividir =~—MZ——

X3, ys“ -1 - El término buscado ocupa el lugar 6.

se obtiene como segundo término -x'%y* Probliema 23
<De cuantos términos estd compuesto su cociente Un polinomio P(x) de 5to. grado es tal que
notable?. P(1) =P(-1) = P(2) = P(-2)
Resolucién: y son iguales a 7, y al ser dividido por x*-3 se
Si genera cociente notable se tendra obtiene como residuo -6x-+17.

250 — Hallar el coeficiente del término de segundo

3] grado de dicho polinomio.
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Resolucion: Recordando que, si multiplicamos al dividendo y

De los datos podemos concluir al divisor por z-2, el cociente no se altera; pero

I. Px)+(x-1)=R,=7
. P)+(x+1)=R, =7
L POO)+(x-2) =R, =7
IV. PO+ (x+2) =R, = 7
Por teorema
PG +(O- D+ D(x-2)(x+2) = Ry =7
P(x) = (x- D+ Dx-2)(x+2)q(x)+7
Como P(x) es de 5to. grado = g(x)=ax+b
= P(x) = (x- D+ 1D)x-2)(x+2)(ax+b)+7
= P(x) = (- D(P-4)(ax+b)+7
Aldividir P(x)+(x*-3)
Por el teorema del resto

xX¥-3=0=x"=3
= R(x) = 3-1)(3-4)(ax+b)+7
= -2(ax+b)+7
Por dato

-2(ax+b)+7 = -6x+17 = ax+b =3x-5
Luego
P(x) = (- DA-4)(3x-5)+7
= P(x) = (x*-5x*+4)(3x-5)+7

De donde el coeficiente del término cuadrético es
(-5)(-5) =25

Problema 24

31]X11 +1

Si al dividir ————
9x% +6x + 4

da unresiduo (ax+b)

Calcular el valorde S = b471a
Resolucion:
Haciendo 3x =z
2z
2242z +4

el residuo queda muttiplicado por z-2

E"n(E-2)

(z2+2z + D) (z - 2)
L oz%-22 vz -2
z3-8
= R, =R(z-2)

Por el teorema delresto  z° =8

=R, =8-2(8)z"+z-2

-8% 2(z%-4)
Luego R, = 8.2(z-2)(z+2)+z-2
Entonces R(z-2) = (z-2)(-8.2(z+2)+ 1)

Porlotanto R = -2.8%(z+2)+1
Reemplazando z
R(x) = -2.8*(3x+2)+1
R(x) = -6.8%x-4.8+1
que es idénticoa ax+b

—a=-6.8 ,b=-4.8+1
(-4.8+1)-(-68%)

Dedonde S
41
3
g-2:8+1 o
41
Problema 25
En el cociente notable que se obtiene de
XA _ x bn
x?-x7?

el décimo término contado a partir del final, es
independiente de x. (Cuéntos términos racionales
enteros contiene dicho cociente notable?
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Resolucién:

I. Sigenera cociente notable se tiene

II. Dando forma a la divisién indicada

(x Z)a _ (x ‘3)a

x2-x3

Tomando su término décimo partiendo del
final

th = (x 3)a 10 (X2)9 = x 3(a 10)+18
y como es independiente de x:
=-3(a-10)+18=0 = «a=16

(x 2)16 _ (x 73)16

Luego la divisién es "

xr-x"

donde cada término de su cociente notable
tiene la forma

tk - (x2)16 k (x 3)k 1
=t =x"% k=12 ..16
Como se quiere términos enteros

35-5k >0 = k<7

. Existen 7 términos racionales enteros.

Prebiema 26
Hallar el resto en la divisién indicada
2 e x 124 4x15 4 25 4 x B
x%+3x2+3x+2

Resolucién:
Factorizando el dividendo y el divisor se obtiene
(x+2)(x% +2x"% 4 1)
x+2)(x%+x+1)

158

Sicancelamos x+2 el resto buscando serfa
R =R,.(x+1), siendo R, el resto en:
x¥.40x15 4]

xZex el

Calculando R,

por el teorema del resto:

3
2+x+1=0 mdee{xz“
X

pero el dividendo es: (). x% + 2(*)° + 1
= R=1"(Cx-D+2(1°+1=2 -x
Luego R=02-x)2+x)
R=4-2

Prohlema 27

Un polinomio P(x) ménico y de segundo grado al
ser dividido entre x+3 da como resultado un
cierto cociente Q(x) y un resto 12. Si se divide
P(x) entre el mismo cociente aumentado en 4, la
divisién resulta ser exacta. Hallar el resto de
dividir P(x) entre x-5

Resolucion:

I. De los datos tenemos

= P(x) = (x+3)Q(x) + 12

(x+a)
I Px) = (x+a+4)qx)

Pero
(r+3)(x+a)+12 = (x+a+4)(x+b)

= xX*+(a+3)x+3a+12 = x*+(a+4+b) x+bla+4)
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De donde
_a+3=a+4+b r 3a+12=b(a+4)
b=-1 A 3a+12=-a-4
4da=-16 = a=-4

En (I) P(x) = (x+3)(x-4)+12
Nos piden P(5) P(5) = (8)(1)+12 =20

Problema 28
Al dividir el polinomio P(x) por (x*- 1) se obtiene
como residuo 2x y al dividirlo por (x-2)* da como
residuo 3x.

Hallar el residuo de dividir P(x) por (x-1)(x-2)
Resolucién:
. De los datos
L. PG)+0G2-1) ARKX) =2x
= P(x) = (*- 1)q(x)+2x

I POO)+(x-2)® AR(x) = 3x
= P(x) = (x-2)’q,(x)+3x

L P(x)+(x-1D(x-2) AR,(x)=ax+b
= P(x) = (x-1) (x-2)q,(x) +ax+b

En (III)
Six=1=P(1)=a+b ............ (o)
Six=2=P(2)=2+b .......... ®
De(l), six=1=P(1) =2
De (Il), six=2=P(2)=3(2) =6
Luego en (&) y (B):

a+b=2

2a+b:6}ai4 rb=-2

El residuo buscado es:

Ry(x) = 4x-2

Prohlema 29

Dados los polinomios

P(x) =3x% - x° - 9x* - 14X - 11x%- 3x- 1

QL) =3 + 8" + 9% + 152 + 10x + 9;
divisibles por (x> +x+1)

Hallar el resto de dividir {f(x) p(x) + g(x) Q(x)]
entre (x*+x+1), sabiendo que f(x); g(x) son
polinomios no constantes.

Resolucion:

P(x) y Q(x) son divisibles por (.’ +x+ 1); entonces
PO) =0C+x+Dq(x) oo )
Q) = (C+x+1)g(x) ..., 2)

= f(x).P(x) = (C+x+1) f(x) . q,(x)
g8(x) . Q) = (P+x+1) g(x) . q,(x)
= f(x) P(x) + g(x) . Q(x) = (P+x+1).
[f) . q,(x) + g(x) . gy(x)]
Se observa que
f(x) P(x) + g(x) . Q(x) es divisible por (x*+x+1)
. R(x) =0

Problema 30

Si un polinomio P(x) es divisible por (x*+x+1).
Calcular la suma de los restos de dividir A (x) y B(x)
entre (x-1) sabiendo que P(x) = xA(x®) + B(x®)
Resolucién:

Del dato P(x) = (X®*+x+1) Q(x)

por el teorema del resto
X+x+1=0=(-1)(C+x+1) =0

=x* = 1; reemplazando en P(x) = xA(®)+B()

Tenemos
R=xAg + By, =0=A(1) =0 AB(1) =0
luego el resto de AL es A(1) y elresto de B(x)
x-1 x-1
es B(1)
. A(D+B()=0
159
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1. Hallar el residuo de dividir p(x) entre
X+x+1, si al dividir p(x) entre x°- 1 se
obtiene como residuo x*+3x+2

A) x+1 B)x-1 C) x+2
D) 2x+1 E)2x-1

2. Calcular a, silos polinomios
PX)=x+ax’-5x-6
Q) =x*+ (a-3)x" - 17x- 15
Son divisibles por un polinomic lineal
comuin de coeficientes enteros.

A)2 B)7 Q)5
D)3 E)8

3. Establecer el valor de verdad de cada una

de las proposiciones:

I. Si el polinomio c{x) divide
separadamente a los polinomios f(x),
g(x), h(x), entonces c(x) divide también
al residuo de f(x) . g(x) entre h(x)

II. ¥*+2x*-x+6 es divisible por x*-x+2

[IL. Si dividimos mx'+nx*+x*+1 entre x*+1
y x*-1 se obtienen reslos que surman
4, entonces m es 1.

A) VW B) VWF C) VFV
D) FW E) FFV

4. De un polinomio de octavo grado P(x) se
conoce dos de sus raices que son 2 y 3
ademas es divisible por (x'+1) vy (x+1).
Determinar el resto de dividir P(x) entre
(x+2) sila suma de sus coeficientes es 32 y
su término independiente es 66.

A)-8500 B) 6 500 C) 8500
D) 6000 E) 7 000

5.  Hallar un polinomio P(x) de segundo grado
divisible por (2x+1); sabiendo ademas que
su primer coeficiente es 4 y que al ser
dividido por (x-2) el resto es 5, reconocer
el menor coeficiente de P(x).

A)-4 B)-3 C)-5
D) 4 E) 2
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10.

Si el residuo de la divisién del polinomio
P(x) entre (x+4) es 7 y la suma de los
coeficientes del cociente es 6, hallar el
residuo de dividir P(x) entre (x-1)

A)O B) 30 Cy7
D) 37 E) 51

Al dividir P(x) entre x’+x+1 se obtuvo
como residuo x+1, y al dividir P(x) entre
x*-x+1elrestoesx-1. Calcularelresto de
dividir P(x) entre x*+x"+1

A)xXP B) x C)xP-x
D) X+x E)x+1

Luego de efectuar la division

xPexto
- , calcular su resto.
x& o x80 X +1
Al B) 2 Ox'-1
D) 2x' + 1 E)2x* + 1

Un polinomio de cuarto grado cuyo
coeficiente principal es 3, es divisible entre
x>+ 1y ademas la surna de sus coeficientes
es nula. Si al dividir P(x) entre {x-2) se
obtuvo como residuo 50.

Hallar el resto de dividir P(x) entre (x*- 1)

A) 2 B) 1 C)-2
D) 6x E) 6x-10

En el cociente notable generado por
2n _ ,.-3n

x
, calcular la suma de valores para

x2-x3
n<33, tal que existen 13 términos enteros en
su desarrollo.

A) 90 B) 94 C) 96
D) 86 E) 64
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11.

12.

13.

14.

15.

Hallar el ntimero de términos que tendra el
cociente notable generado por

5m+10 _ ., 5m-50
Xy ; {myn} ¢ N ; m<32

x2n¢9 _ y2n+5
A) 12 B) 13 014
D) 15 E) 16
on _ yzn
Sabiendo que al dividir , se
x:x"‘-l _ ys'"-l

obtiene como segundo término en su
cociente a x'®.  iDe cuintos términos
esta compuesto su cociente notable?

A4
D)7

B)3 05

E)6

Hallar el lugar que ocupa el término de

grado 101 en el desarrollo de
180 _ 580

M(x,2) = X -z
x%-z4

A) 11
D) 17

B) 13 Q15

E) 19

La suma de todos los exponentes de las
variables del desarrollo de

100 _ ,, 100
d Y es:
x4 -yt
A) 2 400 B) 2 500 C) 2600
D) 2 700 E) 2 800

Hallar el término independiente respecto a
x en el cociente notable generado por

(ﬁ+Y)n _yn, si tll) N =an

Jx
Ay B) y° Q) 3y*
D) 5y* E)-3y!

16.

17.

18.

19.

20.

Un polinomio ménico de noveno grado
tiene raiz ctibica exacta, ademas es divisible
separadamente por (x- 1) y (x-2). Hallar el
residuo de dividir el polinomio entre (x-4)
si el término independiente de dicho
polinomio es -2186.

A) 36
D) 216

B) 72 C)-72

E)-48

Determinar un polinomio ménico de cuarto
grado que sea divisible separadamente por
x*-3x+2; x¥*-4; X’+x-2 y al ser dividido
entre x-3 deja un resto igual a 100, luego
indique el residuo de dividir dicho
polinomio entre x+1

A) 18 B) 34 C) 36

D) 72 E) 48

Si un término del cociente notable

xn_ y n+p
generado por es x'®, hallar
x3y n-3 __ ynf2

el valorde (n-p)

A) 16 B)9 A0

D) 11 E)17

Si A es el peniltimo término del C.N.

x40+yl0

generado por ——=— , hallar el
xtey
término A
A) x%P B) x%? C) xYy?
D) x%? E) -x%°
Si xPy® x%® 9 son términos
equidistantes de los extremos en el
m_4,n
cociente notable de x——z——, calcular
4
X -y
(m+n+p)
A) 225 B) 235 C) 245
D) 257 E) 322
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21.

22,

23.

24.

25.

162

Al dividir un polinomio P(x) entre (x+1)* se 26.
obtuvo como residuo x*+2-3x.
Calcular el residuo de dividir P(x) entre

X42x +1

A) x+1
D)4

B) 3x+1 C)3x-1

E)-3

Un polinomio P(x) se ha dividido
separadamente por x+1, x-1, 2x-1
obteniéndose como restos 7, -1 y 1
respectivamente.  Hallar el término
independiente del residuo de dividir

P(x) entre (x+1)(x-1)(2x-1)

27.

A) 2
D)-2

B) 3 C) 4

E)-3

Un polinomio F(x) al ser dividido por (x+1)"
deja residuo x+1 y un cociente Q(x). Sila
suma de coeficientes de F(x) es 98 y de
Q(x) es 3. iCudl es el valor de n?

28.
A)3
D)5

B) 4 C)6

E)2

Dado P(x) =x*-6x*+11x-6

es divisible por (x-a), (x-b) y (x-c)

Calcular el residuo de dividir
px)+[x+(a'b'+a’c'+b'c M}

Donde a; b; ¢ son diferentes entre si. 29
A)-24
D) 12

B) 24 o

E)-12

Dados tres niimeros reales a; b; ¢ (azb=c)
que verifican
a’+pa+tq=0
b*+pb+q =0
S+pe+g=0
abc 30.

Calcular: ¢ |P
ab+ac+bcjq

C)-1
gy 2*4
pPq

Al
D) 2

B) -2

Un polinomio de 4to. grado es divisible
separadamente por (x+3), (x+2); y (x+5);
ademas al ser dividido por (x+ 1) se obtiene
como resto 32. Siel término independiente
de P(x) es -240, hallar su coeficiente
principal.

A) 40
D)-12

B) -80 C) 30

E) -40

Un polinomio de grado n y de variable x es
divisible entre (x" '+x"*+1) y tiene por
término independiente 2. Sabiendo que
disminuido en 9 y 388 es divisible entre
(x-1) y (x-2) respectivamente, calcular el
valor de n.

A) 10
D)7

B)6 C)12

E)5

{Qué relacién cumplen p y q, tal que
xX*-pax+q sea divisible por x> + mx - 1;
(meR*)?

A)p+q=0 B)q’-1=pq
C)pq = 1+¢
D)p-g=1 E)p’-1=pq

Al dividir el polinomio P(x) por (x-1)* se
obtiene como residuo 2x y ai dividirlo por
(x-2)® da como residuo 3x. Hallar el
residuo de la divisibn de P(x) por

(x-1D(x-2)

A) 8x+4 B) 4x-2 C) 7x+3
D)-x+1 E)-x-1

Hallar “m” si al dividir mx*+n+x2+1

entre (X*+1) y (x*-1) respectivamente se
obtienen 2 restos que sumados dan 4.

A)l
D)3

B)6 Q)2

E)7
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31.

32.

33.

Al dividir un polinomio p(x) entre (x+6)*; se
obtuvo como residuo x*-a’x+2a°. Calcular
el resto de dividir P(x) entre (x+6)?

A) x+a B) 4a°
C) (108-a%)x+2a®+432
D) xX’a+4a° E)x+4a
Indicar el término independiente de un
polinomnio de tercer grado tal que al
dividirlo por (x-1), (x+2) y (x-4), da el
mismo resto 20 y ademds que sea divisible
por (x+1)

A)4
D) 10

B) 36 C) 18

E) 14

Al dividir un polinomio P(x) entre (x-n) se
obtuvo como resto “m” y al dividirlo entre
(x-m) da como resto “n”. Hallar el resto de
dividir P(x) entre x>~ (m+n)x+mn.

C) x+m+n
E)-x+m+n

A)x-m+n B)x-n-m

D) x-n+m

Un polinomio P(x) de 4to. grado es divisible
separadamente por (x+3); (x+2); (x+5) y
ademas al ser dividido por (x+1) arroja
como resto 32. Si el término independiente
de P(x) es -240, calcular el resto de dividir
P(x)+(x+4)

A) 80
D) 10

B) -11 C)70

E) -42

En el cociente notable que se obtiene de:
xim _ 4p
3

)

x2-x-
el décimo término contado a partir del final
es independiente de “x”. ({Cudntos términos
racionales enteros contiene dicho cociente
notable?

A)6
D)8

B)9 Q7

E) 10

36.

37.

38.

39.

40.

Simplificar

P 2p 3p @2n-1)
1+xP+xP x| x p.(l—x"p+x2"p)

1 +xPax®Px%P,  x®-DP

A) x*P-1
D)1

B) X" +1 Q) x%*-1

E) xP-1

Los términos x*a'; x2a® pertenecen a un
cociente notable; el segundo estd a dos
lugares del primero. (Cudl es el término
central en dicho cociente notable, sabiendo
que es entero?

A) x16a40

D) x%°a*

B) x30a10 C) x28a20

E) ™

Hallar el grado absoluto del décimo primer
término en el cociente notable que se
obtiene al dividir:

x3n +2 _ y5n -1

2 n-5

X°-y

A) 25
D) 30

B) 32 )28

E) 34

Si el polinomio
P(x) = x" - bx" '+bx-1 es divisible por
QW) =x"+ax™?+cx™3+d y Q) es

divisible por (x-1)?. Calcular:

n-nb ’
nmeZ*
Al B) -2 C) -1
D)2 E)-%

Si se divide el residuo de la divisién:
mx‘““ " nx4nd +px4p~2 +qx4qv3 .
+Dx2+1D

v mnpqg #0
por (x+1), icudl es el resto que se obtiene?

A)O
D) m-n+p-q

B)1 Om’ +n?

E) mnpq
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CAPITULO

VII Factorizacion

Niels Henrik Abel (1802-1829)

Matematico noruego, nacid en
familia muy numerosa, hijo de
pastor protestante en condiciones
extrema pobreza. A los 16 afos,
maestro le aconsejo leer los granc
libros de los matematicos n
eminentes. A los 19 afios, demos
que las ecuaciones algebraicas de
grado superior a cuatro no ten
solucion algebraica general, crear
con él una importante teoria llamz
"teoria de grupos" y descut
importantes propiedades relativat
las funciones elipticas y a una clase
ecuaciones llamadas ecuacior

abelianas.
Murié de tuberculosis a sus esca:

27 afos.

POXY)Axy) Bixy) Cog)® 2 b N
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>meda

Al expresar 24=3.8 se ha factorizado 24 en producto de enteros; siendo 3 y 8 factores
enteros de 24. A su vex 24=3.2%; 3 y 2 son también factores de 24 y se llaman factores

primos.

Al expresar un polinomio como la multiplicacion de otros polinontios pertenecientes awn
conjunto dado, se ha efectuado una factorizacion de polinontios.

No todos los polinoniios se pueden factovizar. De acuerdo a las caracteristicas que
presentan los polinontios se puede aplicar tal o cual criterio, por ejemplo:

ax®? + bxy'z + cx’ny’
Ax™ + Bx"y" +Cy™"
Ax” + Bx'y" +Cy" + Dx" + By" + F
Ax™ + Bx™ +Cx” + Dx" + E
Ax'+BxX*+ Cx + D

Entre otros casos particulares.

Comience factorizando cada uno de los polmonuios:

o XV + T +xly

= Factor conuin

= Aspa simple
~  Aspa doble

= Aspa doble especial
—  Divisores binéniicos

o 246 + 16xy’z + F2x iy’ - 642x7y}

» 9ab + 12bd - 45ac - 60cd
e 1200 - 16977

. 256p° - ¢*

o 4x7 - 20xy + 9’

. 6a’ - 7ab - 5b°

o 3 -10xy + 3V

o« x'-22x"-75

para saber cémo estamos comenzando en este maravilloso tema que es la factorizacion.

De los autores.
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Factorizacion

g polmomiales, fracmonarias, irrac'ionaies, etc. ..
-+ Explicar la, kctormamén enla teoﬁa de in

(.
E‘
E
i

INTRODUCCION
Desde tiempos muy remotos, en los albores de todo pensamiento maternaético, surge la teoria de
los niimeros la cual esta apoyada en la parte algebraica.

En cuestiones de simplificacion de expresiones, esta ayuda nos la brinda la teorfa de la
factorizacién, que en la vida cotidiana nos simplifica célculos engorrosos y permite la resolucién de
ecuaciones e inecuaciones, el estudio de las funciones, etc. Para ello, desarrollaremos el tema con
algunos conceptos primarios: factor algebraico, polinomios irreductibles, factor primo, etc.; asi como los
diversos criterios para poder factorizar polinomios, sobre determinados conjuntos numeéricos.

Por ejemplo:

= P =x"+ax" ' +ax"’+ .. +a, = (- x)x-x)0-x;) ... (x-x,) este polinomio de grado “n” ha
sido expresado en una multiplicacién de factores lineales.
Para resolver una ecuacion cuadrética aplicaremos “diferencia de cuadrados” o “aspa simple”.

- Elaspa doble podemos aplicar en la geometrfa para graficar ciertas regiones.

= Aspadoble especial, para resolver principalmente algunas ecuaciones cuarticas.

'« Elcriterio de los divisores binémicos, para resolver ciertas ecuaciones, de preferencia, con grado
impar.
Al resolver una inecuacién polinomial debemos factorizar.

En la simplificacién de fracciones, a veces, debemos factorizar numerador y denominador para
luego simplificar y operar.

Con ayuda de la factorizacién encontrar nuevas formas de operar, para aplicarlas en otros capitulos
del curso.
Estas son algunas de las aplicaciones del presente capitulo.
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CAMPO NUMERICO = *:

Sea K * ¢ un conjunto numérico con dos operaciones binarias: adicién (+) y multiplicacién (.)
definidos sobre K. Decimos que k es un campo numérico si se cumplen los siguientes axiomas:

AXIOMAS DE LA ADICION

Al. Axioma de la cerradura: Para cada par de elementos a y b de un conjunto K, existe un tnico
elemento “c” que también pertenece a dicho conjunto/c=a+b

A2. Axioma de la conmutatividad: Para cada par de elementos a, b del conjunto K, se tendra:
a+b =b+a

A3. Axioma de la asociatividad: Para todo elemento a, b, ¢ del conjunto K, la suma de estos es
independiente de la manera como se ordene.

Asi: (a+b)+c = a+(b+c)

A4. Axioma del elemento neutro: Conocido como neutro aditivo. Para cada elemento del conjunto
K, existe un tinico elemento denotado por “0”; 0K ; a+0=0+a=a

A5. Axioma del elemento llamado opuesto de “a” o simétrico: Para cada elemento a del conjunto
K, existe un tnico elemento denotado por -a, (-a)eK ; a+(-a)=(-a)+a=0

AXIOMAS DE LA MULTIPLICACION
M1. Axioma de la cerradura: Para cada elemento a, b del conjunto K, existira un Gnico elemento ¢
llamado producto (c=a.b) que también pertenece al conjunto K.
M2. Axioma de la conmutatividad: Para cada elemento a, b del conjunto K, se cumple: ab=ba
“El orden de los factores no altera el producto”.
M3. Axioma de la asociatividad: Para todo a, b, ¢ elementos del conjunto K, se tendra:
a(be) = (ab)c
“El producto es independiente de la manera como se asocia a los elementos a, b, c; es decir, el
resultado no se altera con el orden”
M4. Axioma del elemento neutro multiplicativo: Para todo elemento “a” del conjunto K, existe un
unico elemento denotadopor 1cK ; al=1l.a=a
M5. Axioma del elemento simétrico llamado inverso multiplicativo: Para cada elemento no nulo a

del conjunto K, existe un tnico elemento denotado por a'deK; a.a'=a La=1

AXIOMA DE LA DISTRIBUTIVIDAD DE LA MULTIPLICACION CON RESPECTO A LA ADICION:
Para los elementos a, b, c de K, se tiene:
1. a(b+c) = ab+ac
2. (a+b)c = ac+bc
De donde se puede concluir que los conjuntos numéricos considerados como campos son los
racionales (Q); los reales (R), los complejos (C).

1. (El conjunto de los nimeros naturales 3. ({Los irracionales (Q’) forman un campo?
forma un campo? Veamos (5+y2)eQ » (5-y2)eqQ
Respuesta: No, puesto que no cumple con ,
los axiomas A4, A5, M5 Pero G+y2) +(5-y2) =10 eQ
Asf a+0=apero0¢ N Vemos que no siempre cumple el axioma de

Si aeN,-aeN la cerradura (Al)
Si aeN,a'eN Asimismo  (5+y2)eQ A (5-{2) e Q@
pero (5+y2)(5-V2) =23 ¢ Q;

2. (El conjunto de los enteros forma un
campo?
Respuesta: No, porquesi a €Z, a'¢Z,
es decir no cumple M5
Por lo tanto: Z no forma un campo.

no cumple (M1)

Por io tanto, los irracionales no forman
campo.
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Factorizacién

POLINOMIO SOBRE .UN ‘CAMPO" © 7

Lo llamaremos asi cuando sus coeficientes
pertenecen a ese campo.
Asi:

1. P(x)=3x2+5x3—g-x77

Es un polinomio sobre los racionales, puesto
que sus coeficientes son racionales.

2. ROxy) = 4x + 5y
Vemos que/5 no es racional pero si un real;
entonces R(x,y) estéd sobre los reales.

3. SOoy) =5x"- 2xy + (1-Dy* ; i= =1
Vemos que (1-i) no es racional ni real, es
complejo.

Entonces S(x,y) estd sobre los complejos.

I. Todo polinomio que estd sobre los
racionales estara también sobre los reales
y los complejos; pero que esté en los reales
o complejos, no implica necesariamente
que esté en los racionales.

ll. Todo polinomio que esta sobre los reales,
esta también sobre los complejos.

FACTOR DE UN POLINOMIO

Un polinomio f(x) de grado no nulo, es
considerado factor de otro polinomio P(x) si
existe un tnico polinomio g(x) tal que:

E’—(;) = f(x). q(xﬂ

es decir, la divisién de P(x) entre f(x) es exacta.

Ejemplo:

De P(x) = x(x*-1)(x+2), sus factores son
XX+ x- 1 x+2;842x ;o xOc+ D0 D(x+2)
Ejemplo:

De P(x,y) = c(x*-y*)(x+y), sus factores son: x-y,
X4y, E+xy+Y, s -y (x+y)

c no es considerado factor en este
caso por ser de grado nulo.

POLINOMIO IRREDUCTIBLE

Un polinomio es irreductible sobre un
determinado campo numérico si no admite ser
expresado como la multiplicacién de dos o mas
factores sobre el mismo campo.

Ejemplo:
P(x) = 4x'- 1
. P(x)=4x-1 no es irreductible en Q porque
se puede expresar como
P(x) = (2+1D(2x*-1)
. F(x) = 2x*-1 es irreductible en Q, pero no en

R, puesto que F(x) = (y2x+1)(y2x-1)
L. M(x) = 2x* + 1 es irreductible en Qy R pero
no en C, puesto que

M(x) = (y2x+1)(2x-i)

es la unidad imaginaria denotado

por i=y-1, a estudiarse més
adelante.

TEOREMA

Todo polinomio de primer grado es irreductible en
cualquier campo numérico.

FACTOR PRIMO: Es un factor irreductible de un
polinomio sobre un determinado campo.

Ejemplo: P(x) = 5(x-2)°(*+3x+1)

sus factores primos en Q son x-2, X’+3x+1en
cambio (x-2)* no es primo, puesto que es
divisible por x-2, es decir (x-2)* = (x-2)(x-2)

Al factor de un polinomio también se
piee le  llama divisor, que no
###% necesariamente es primo.
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Dado un polinomio ménico P(x) expresado por
P(X) = pi(x) . p200) . LX) oo PTCX)
donde p,(x), p,(x} ..... p,(x) polinomios ménicos

primos y primos entre sf.
Se tendra:

L. (N" de factores primos :ﬂ

1 N° de factores o
*| divisores algebraicos

=(@a+1)(b+1)...(m-1)-1 }

Ejemplo 1
EnP(x,y,z) = x%yz?
I.  Factores primos son tres: x, y, z
II. Namero de factores totales es
C+Da+DE+D-1 =17
. Tiene 17 factores en total.

Ejemplo 2

EnR(xy) = (x+y) (+xy-y)’xy?

I.  Factores primos: x+y, X>+xy-y* x, y
son 4 factores primos.

1. Ndmero total de factores:
C+DE+DA+DER+D-1=71

= Tiene 71 factores en total.

| Factorizacion J

Es la transformacion de un polinomio en una multiplicacién indicada de sus factores primos o sus
potencias.

Ejemplo: factorizacién
—_—
Z+9x-22 = (x-2)(x+11)
-
producto
- "TEOREMA DE LA FACTORIZACION UNICA
La representacién factorizada de un polinomio es nica,
salvo el orden de los factores.
CRITERIOS PARA FACTORIZAR

Son técnicas a utilizar, de acuerdo a la forma que presente el polinomio.

l. FACTOR COMUN-AGRUPACION DE
TERMINOS
Se buscan factores comunes que pueden ser
monomios 0 polinomios de més de un término.
En caso de no haber algin factor comiin, se
agrupard convenientemente tratando de que

aparezca algun factor comun.

Ejemplo 1
Factorizar P(x) = 4x" + 5x°

170

Resolucion:

Observamos que x? es factor comun de 4x" y 5x°,
luego P(x) = x’(4x°+5), donde sus factores
primos son: x, 4x*+5

Ejemplo 2

Factorizar P(x,y) = x*(x+y) + Sxy(x+y)
Resolucion:

Se observa que el factor coman es x(x+y)
luego P(x,y) = x(x+y) (Z+5y)

cuyos factores primos son x, x +y , xX* + 5y
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Ejemplo 3

Factorizar

P(x,y) = a’x - ax? - 2a’y+ 2axy + x* - 2x%
Resolucién:

Vemos que no existe factor comin alguno a
simple vista, entonces tendremos que agrupar
convenientemente como se indica.

a’x - ax® + 2axy - 2a%y + x° - 2x%y

= a’(x-2y) - ax(x-2y) + x*(x-2y)
= (x-2y)(a’-ax+x7) ; luego
P(x,y) = (x-2y)(a’-ax+x%)

II. POR IDENTIDADES
En este caso utilizaremos las equivalencias
algebraicas en sentido inverso al de los productos
notables.
Cabe recordar:

. xzi."«lxy-i-yzg(xiy)%

s X-yler)e-n

P @Dy + )
:""X3+Y35(X+‘y)(x2—xy-1'-y?)

2P = 3aylx 2 y) = (2 y) :
X +(@ibxrabsx+a)x+b)
X AP E 120w+ D -x F 1)

4

entre otros
L. o

Ejemplo 1

Factorizar R(x) = x*+x*-x-1

Resolucién:

Agrupando convenientemente como se indica.
X+x’-x-1

XEtD- @D = (+ D01

Jm,\ -1 = (e+1)(x-1)

=RM) = x+DE+Dx-1)
S RGO = (x+12(x-1)

Ejemplo 2
Factorizar
P(x,a,b) = x> + 2(a+b)x + a® + 2ab + b?

Resolucién:
Como a’ + 2ab + b? = (a+b)?
luego P(x,a,b) = x> + 2(a+b)x + (a+b)?

v
trinornio cuadrado perfecto

~ P(x,a,b) = (x+a+b)?

Ejemplo 3
Factorizar P(x) =x'+2x" + 9
Resolucion:
Hacemos que 2x’=6x?-4x° por conveniencia
para el problema, luego P(x) = x*+6x7-4x*+3,
agrupando convenientemente
= (x*+6x749) - 2= (x*+3)*- (2x)?
(Diferencia de cuadrados)
= (2 +3+2x)(*+3-2x)
& Plx) = (P +2x+3)(3- 2x+3)

Ejemplo 4

Factorizar P(xy) = x*+y’+6xy-8
Resolucion:

Recordar

a’+b%+c?-3abc= (a-b+c)a®+b2-c2-ab-ac-bc)

luego en el problema:

X4y +(-2)-3xy(-2) = (x+y-2) [ +y* + (- 2)°
- xy-x(-2)-y(-2)]

o Ply) =(x+y-2)03+y’ +4-xy+2x+2y)

Til. CRITERIO DE ASPAS
A. ASPA SIMPLE

Se utiliza para factorizar a los polinomios de
la siguiente forma general:

{P(x,y) =A™y Bxy™ 4 Cy?m 6 §
iP(x) Ax® +Bx"+ C !

Para factorizar
P(xy) = A + Bx'y™ + Cy*™
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Seguiremos el siguiente procedimiento:
1. Descomponer los extremos conveniente-

mente:
A x4+ BaPy™ + C y2
a, x® ¢, Yy —>c,a, x"y“‘}
+
a, x* .y > C,a, x"ym
Gy

II. Se comprueba que el término central es
igual a la suma de los productos parciales en
forma de aspa:

B =c¢a, + c,a,

L. Luego P(x.y)es (ax" + c,y™(ax"+cy™),

esdecir, P(x,y) = (a;x" + ¢;y™(a,x™ + ¢, y™

Ejemplo 1
Factorizar P(x) = 3x* + 10x + 8
Resolucion:
Descomponiendo los extremos:
322 +10x+8
3x 4 — 4x
+
x 2 — 6
10x

La forma factorizada es (3x+4)(x+2),
es decir, P()=(Gx+4)(x+2)

Ejemplo 2
Factorizar
Resolucién:
Descomponiendo adecuadamente los extremos

15x* - 11x%y + 2y?

P(xy) = 15x* - 11xy + 2y

5x* 2y — -6x7y
.

352 -y — -5aPy

-11x%y

- El polinomio factorizado es

Pxy) = (5x" - 2y)(3x* - y)

Ejemplo 3
Factorizar R(x,y) = 4x" + 15x%y* - 54y
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Resolucién:
Descomponiendo los extremos adecuadamente
4x% + 15x%y2 - 54yt
x2 6y>
45 -9y*
= R(xy) = (¢ + 6y")(4xX* - 9%
= (2 +6y°)(2x +3y)(2x-3y)
o Rlxy) = (2 +6y9)(2x+3y)(2x-3y)

"TEOREMA"

Todo polinomio de la forma

P(x) = AC®+Bx+C ; {A,B,C} cZ» VA+ O
es factorizable en los racionales, si y sélo si ,
B*-4AC es un cuadrado perfecto (C.P.)

Ejemplo 1

¢ 2x% - 5x + 2 es factorizable ?
Resolucién:

Veamos (-5)°-4(2)(2)=25-16=9

como 9 es cuadrado perfecto = 2x? - 5x + 2, si
es factorizable en los racionales.

Ejemplo 2

$3x* + x + 1 es factorizable en Q ?

Resolucion:

Veamos: 1-4(3)(1) = -11 y no es cuadrado
perfecto, entonces 3x’+x+1 no es factorizable
enQ.

Ejemplo 3

Demostrarque V k € Z, xX’+(k+1x+k

es factorizable en Q

Resolucién:

Veamos

k+1)*-4(1)(k) = K +2k+1-4k = (k-1)*

Se observa que (k-1 es un cuadrado
perfecto vke Z

& X+ (k+1x+k es factorizable en Q

www.FreeLibros.me



CAPIiTULO VII

Factorizacion

Corolario:

Todo polinomio cuadratico en una variable, si es
factorizable, debe admitir el criterio del aspa
simple. Sino admite aspa simple, es porque no es
factorizable en Q

Existen polinomios que no tienen la forma general,
sin embargo, pueden ser factorizados por aspa

simple.
Asi
M(x) = «° - 24 + 552 - 10
x® 5
& -2

~ M) = (6 + 5)(° - 2)

B. ASPA DOBLE
Se utiliza para factorizar a los polinomios de
la siguiente forma general:

)Ml yBety® + Oyt g

Procedimiento para factorizar:

I. Se debe ordenar el polinomio de acuerdo a
esta forma general.

1I. De faltar algn término, se reemplazard en su
lugar por cero.

IIl. Se aplicarén aspas simples a:
1. Los términos: Ax™, Bxy™, Cy*™
2. Los términos: Cy*™, Ey™, F
3. Los términos: Ax™", Dx", F

IV. Los factores se tomardn de manera
horizontal.

Esquema:

P(xy)= Ax®™ + Bx®™™ + Cy®™ + Dx" + Ey™ + F
ax" cy™ f,
a,x" cy™ f,

luego tenemos:
Plxy) = (@xX" + cy™ + F)(ax" + cy™ + f,)

Ejemplo 1
Factorizar
P(x,y) = 6x> +13xy + 6y*+7x + 8y +2
Resolucién:
Aplicando las aspas simples:

6x%+13xy +6y° + Tx + 8y +2

entonces la forma factorizada es:
BGx+2y+2)2x+3y+ 1)

Ejemplo 2
Factorizar P(x,y) = 10x®+11xy-6y*-x- 11y -3
Resolucion:
10x% + 11xy - 6y% - x- 11y - 3
5x -2y -3
2x 3y 1

Descomponiendo en aspas simples:
=Pyl =06Bx-2y-3)2x+3y+ 1)

Ejemplo 3
Factorizar
M(x,y,z) = 6x* - 25y + 20z° - 5xy - 23xz - 5yz
Resolucién:
Se ordenard de acuerdo a la forma general
considerando a la tercera variable como si fuera
una constante, as{

6x2 - 5xy - 25y% - 23xz - 5yz + 2022

3x 5y -4z

2x -5y -5z
luego su forma factorizada es:
M(x,y,z) = (3x + 5y - 42)(2x - 5y - 52)
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C. ASPA DOBLE ESPECIAL
Serd posible aplicar a los polinomios que
presentan la siguiente forma general:

De manera particular, si n=1 tendremos el
polinomio de 4to. grado

Procedimiento para factorizar

I. Se ordena de acuerdo a la forma general,
colocando cero en el lugar del término que
falta.

II. Se descompone adecuadamente los
extremos buscando mediante un aspa
simple, aproximarse al término central.

Asi:

Ax* + Bx™ + Cx™ + Dx* + E
2n n

aix

axx

se debe tener (SDT) : CxX* ,
se tiene (ST) : (aje, + a,e, ™
falta : (C-ae, - ae)x™ =K&®
HL. Lo que falta se descompone en la parte
central buscando aspas simples a ambos
lados.
IV. Los factores se toman en forma horizontal.
(@™ + kx" + e} a X" +kx"+¢,)

Ejemplo 1

Factorizar P) =x"+ 7% + 147 + Tx + 1
Resolucidn:

Descomponiendo los extremos

BT+ 14+ Tx+ 1 SDT: 14x*
ST: =~ 2x?
Falta:

AP =02+ + D +Ax+ 1)
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Ejemplo 2

Factorizar f(x) = X*(x+1) + 2x* + 5(x-3)
Resolucién:

Efectuando y ordenando de acuerdo a la forma
general:

SDT: 2x*
5 ST: 2«2

-3 Falta:

S@=xt+a%+2x%+5x- 15

i
2 '.ﬁ“

=S =0+ +502+x-3)
5L S =02 + 503+ x-3)

Ejemplo 3
Factorizar

P(x,y) = x*- 10x°y +35x%y* - 50xy° + 24y
Resolucién:

Py yy=x*-10c% +35x%2-50xy* + 24y*  SDT: 35x%”

x’ﬁ<:’-’5i§‘;>f<6y2 ST: 1%y

] v

2 -Sxy 4y*  Falta: 2507y
) T

= Pyyy=07-5xy+6y*)(x*-5xy +4y?)

> S
x -2y x

4

o Ply) = (x-3y)(x-2y)(x-4y)(x-y)

Ejemplo 4

Factorizar P(x,y) = 6x*+6y*+4xy®+ 1 1xy' +x°y*
Resolucién:

Ordenando para el aspa doble especial

P(x_y)=6x‘+x3y2+ 11x%*+4xy5+6y® SDT: 11x%y*

2x2%s’—'§y'i“: k 3y* ST: 1324
t H
3x* i2cy? 2y* Falta: -2x%*

o P(xy) = (2x%-xy*+3y") (3% +2xy° +2y")
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IV. CRITERIO DE DIVISORES BINOMICOS

Finalidad: Se utiliza para factorizar los
polinomios en una variable y de grado superior,
siempre y cuando admita por o menos un factor
lineal.

Raiz de un polinomio:

Dado un polinomio P(x) no constante, a es una
rafz del polinomio P(x), siy sélo si P(a) = 0.
Ejemplo:

P(x)=x*-3x-2

Observamos que P(2) =2°-3(2)-2=0
Entonces diremos que 2 es una raiz de P(x)

Determinacion de los posibles ceros o raices
racionales (P.C.R.) de un polinomio P(x)

Para conocer los posibles ceros racionales de un
polinomio P(x) de coeficientes enteros

P(X) =ax"+ax"'+..+a, ; a,.
se utilizara el siguiente criterio:

a,+0,

*. (Divisores de [a,|]"
P.CRzx] 2
T | pivisores de |ay|

Ejemplo:
P(xX) =3x' +4x + 22 - 9
Los posibles ceros racionales :

PCR::IDivisores de 9} _ ., Il, 3,91 . =4 39 1
lDivisores de 3 13 3

El polinomio posiblemente se anule para algunos
de estos valores, asf

P(1) = 3+4+2-9 = 0, entonces x = 1 es un cero
racional.

TEGREMA -

Un polinomio tiene factores de primer grade de
coeficientes racionales, si y sélo si, si tiene raices
racionales.

Toda raiz racional de un polinomio
pertenece, necesariamente al conjunto
=> de los posibles ceros racionales.

Ejemplo:
Dado el polinomio P(x) = x* - 3x + 1, sus
posibles ceros racionales son 1 6 - 1.
Asi mismo P(1) =-1

P(-1)=3
esto nos indica que no tiene ceros racionales, por
lo tanto, no tendrd factores lineales, indicando
que f(x) no sera factorizable en los racionales.

wARORENMA DELY FACTOR' .

Dado un polinomio P(x), el niimero “b” es un
cero de este polinomio, si y s6lo si (x-b) sera un
factor de P(x).

Ejemplo:
P(X)=x*+5x+6
P.CR. = + {1,2,3,6}
comoP-1D)=(1P+5-1)+6=0

= (x - (-1)) = (x+1) ser4 un factor de P(x)
en tal caso serd posible escribir

P(x) = (x + Da(x)

PROCEDIMIENTO PARA FACTORIZAR

Dado el polinomio

P(x) =ax" +ax" ' +ax"*+..+a,;a,a,-0,

de coeficientes racionales, se procede de la

siguiente manera:

1. Se hallalos posibles ceros racionales que nos
permiten encontrar la raiz o el cero racional,
luego, mediante el teorema del factor, se
podré conocer el primer factor.

2. Se hace una divisién por Ruffini entre el
polinomio y el primer factor encontrado,
siendo el cociente de esta divisién el otro
factor buscado.
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Ejemplo 1
Factorizar: P(x) =x*-7x + 6
Resolucion:
I. Los posibles ceros racionales son
+{1,2,3,6}
Veamos: P(1)=1-7+6=0
= (x-1) esunfactor
II. Elotro factor por la regla de Ruffini:

[P(x) + (x-1)]

1 0 -7 6
=1V 1 1 | -6
1 1 -6 ]0

A

Recordar P, = (x - 1) qx)

= Py=@-1)x*+x-6)
x 3
x -2

~ P(x) = (- D(x+3)(x-2)

Ejemplo 2
Factorizar P(x) = 2x® - 5x* - 23x - 10
Resolucién:

pCR== [L25100 k554012
1.2 2’2

Para x=-2=P(-2)=0
(la verificacién para el lector)
Luego, por la regla de Ruffini:

2 5 -23 i-10
x=-2 | -4 18 i+10
2 9 5 |0

alx)
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= P(x) = (x + 2)(2x%> -~ 9x - b5)
2x 1
x -5

. P(x) = (x+2)2x+1(x-5)

Ejemplo 3
Factorizar
P(x) =4 -29x°*-24% + Tx + 6
Resolucién:
Hallando los posibles ceros racionales:

pCR=+ 236l , 93613131,
1,2 4 2'2°4'3

Podemos hacer directamente la divisién por
Ruffini, consecutivamente.

4 0 -29 -24 7 {6
x=-1| | -4 4 425 -1 |-6
x=-214 -4 -25 1216 |0
i -8 24 216
x=3|4 -12 -1 13 |0
P12 o0 -3
L4 2o
2 2 1
® ® °
Luego

P(x) = (c+ D(x+2){(x-3)(x- L) (4x+2) ,
que es idéntico a
P(x) = (x+ D(x+2)(x-3)(@2x- 1)(2x+1)

V. ARTIFICI0S DIVERSOS
Son métodos practicos que facilitan la
resolucién de los problemas, tales como:

www.FreeLibros.me



CAPITULO VI

Factorizacion

A. CAMBIO DE VARIABLE

Consiste en transformar, equivalentemente,
mediante un cambio adecuado, un problema
operativo en otro mas simplificado.

Ejemplo 1
Factorizar

P(a, b, ¢) = (18c+7b+6a)(a+3c+3b)+3b?
Resolucién:
Agrupando convenientemente:
(a+3c+3b){6(a+3c+3b) - 11b] + 3b?
haciendo: a + 3¢ + 3b = z ,se tiene
P(z,b) = z(6z - 11b) + 3b°

62° - 11bz + 3b?
3z -b
22 -3b

Por aspa simple P(z,b) = (3z - b)(2z - 3b)
Luego, reponiendo z tenemos:
P(a,b,c) = (3a + 9¢ + 8b)(2a + 6¢ + 3b)

Ejemplo 2

Factorizar e indicar la suma de factores primos de
R = +7x+5)P+30+7x+5)-10

Resolucién:

Haciendo x*+ 7x +5 =k

R(k) = K*+3k-10

luego, por aspa simple, se obtiene

R(k) = (k+5)(k-2)

se tiene

Reponiendo k en términos de x
R@=(2+Tx+5+5)(a%+Tx+5-2)

=@+ Tx+ 1002+ Tx + 3)

x 5
x 2

RO = (x+5)(x+2)(3+7x+3)

Por lo tanto, la suma de factores primos es:
X+5+x+2+xX+7x+3= X¥+9%+ 10

B. SUMARY RESTAR

Consiste en sumar y restar simultdneamente
una misma expresién o descomponer algan
término del polinomio, de tal modo que, una
expresién aparentemente no factorizable se
transforme en otro, facilmente.

B1. PARA POLINOMIOS DE GRADO PAR: Consiste en
buscar un trinomio cuadrado perfecto para
luego llevarlo a una diferencia de cuadrados.

Ejemplo 1
Factorizar

fx) =x' + 6x° + 25
Resolucion:

Formando el trinomio cuadrado perfecto
(sumar y restar 4x%)

FOO = (522 4 52 4 6% + 45 -
‘——V__—._l
10x?

? +5)% -

Diferencia de cuadrados
e e
F(x) = (x> + 5)° - (2x)°

= (P +5x+2x) (3 +5x- 2x)
ordenando
F(x) = (0 + 2x + 5)(x*-2x+5)

Ejemplo 2
Factorizar
M(x,y) = 16x* - 123 +y'
Resolucién: )
Descomponiendo
-12x%y* como -8x%” - 4x%y* se liene

M(x,y) = 16x" - 8% + y' - 4x¥y?
- 7 7

4x-yy
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(Diferencia de cuadrados)
M(xy) = (@-y Y- (2xy)*

= (4 - ¥ + 2xy)(4x* - ¥ - 2xy),
ordenando, se tiene

Mxy) = (4 + 2xy - y)(4xX - 2xy - )

B2. PARA POLINOMIOS DE GRADO IMPAR:

Serd necesario recordar las siguientes
igualdades:

Ejemplo 1

Factorizar P(x) =x* + x + 1

Resolucién:

Sumando y restando x” se tiene:

PO =x-X+x+x+1

=x0F - D+ X7 +x+ 1
=x0x-DEE+x+D) + 2 +x+ 1
= (C+x+1D[P0c-1)+1]

SPOW=E+x+ DE -+ 1)

Ejemplo 2
Factorizar
Q) =x"+x+1

sumando y restando x* :
Q) =x"-x"+x'+x + 1

=x0C- D+ +2+1)

=x'(x-DEE+x+1)

+ 0 +x+ DOE-x+1)

= Q) = +x+ 1) [x(x-1) + oF-x+1)]
2 Q) =@ 4+x+ DE-x X x4+ 1)
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C. POLINOMIOS RECiPROCOS
Son aquellos polinomios que tienen por
caracteristica: “si una raiz cualquiera es « la
otra necesariamente es a” / @ = 0" y tienen la
siguiente forma:
P/(x) = ax+a
P,(x) = ax’+bx+a
P,(x) = a*+bx"+bx+a
P,(x) = ax'+bx’+ex’ +bx+a

(caso excepcional)

s TEOREMA

Todo polinomio reciproco de grado impar se anula
paralé-1

« Sea P(x) un polinomio de grado impar
entonces (x-1) 6 (x+1) sera uno de sus
factores.

Procedimiento para factorizar
reciprocos de grado par:

polinomios

I.  Se extrae la parte literal del término central
dando lugar a expresiones de la forma
x+_l.'x2+_l.,___.

X x2

II. Se hace el cambio de variable x + 1 con lo
x

cual se logra disminuir el grado del
polinomio en la mitad.

Ejemplo 1
P(xX) =x' + 6 + 7x* + 6x + |
Resolucién:
Se factoriza la parte literal del término central.
P(x)=x2{x2+6x+7+§+L
X x2

=P(x) = xz[(x2+—l—) +6(x+-1-) J}
x? X
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CAPITULO VHI

Factorizacion

= P(x,2) =x%(2% -2 + 62 + 7) = 2%(2°+6z+5)
=2z +1)(z+5)
= P(x,z) = xX(z+5)(z+1)

Reponiendo z:

P(x) = xz(x+l+5) (x+l+1)

X X

P(X) = 02 +5x+ DEE+x+1)

f -Ejemplo 2
Senalar el factor primo de mayor suma de
coeficientes en

A =3 +5x* +3x®* + 32 + 5x + 3
Resolucién:

Se observa que A(-1) =0 = (x+1) es un factor
de A(x)

Hl otro factor por Ruffini :

3 5 3 3 5 3
x=1 [{ -3 -2 -1 -2 -3
3 2 1 2

~ V]
VT
q

G()=3x"+2+x2+2x+3
qux) por polinomios reciprocos de grado par.

ﬁ(x) =x2{3x2+2x+l+—2—+i}

X x2

:r{s(%] Ax ) ,}

Haciendo

se tiene
q(xz) = X*[3(z2-2)+2z+1]
= x*(32*+2z-5)
= x*(3z+5)(z- 1)

Reponiendo z:

qx) = x2{3(x+l] +5Hx+—]- - 1}
x x

q(x) = (3 + 5x+3)(>-x+1),
luego tenemos
A() = (r+ DB +5x+3)(P-x+1)

De donde el factor de mayor suma de
coeficientes es 3x* + 5x + 3

D. FACTORIZACION DE POLINOMIOS SIMETRICOS
Y ALTERNADOS

D1. POLINOMIO SIMETRICO

Es el polinomio que no se altera al
intercambiar cualquier par de variables en
forma simultdnea.

Ejemplo 1

Sea G(x,y,z) = 50X + y* + z°) + 2xyz,
elegimos arbitrariamente dos variables y, z
y las intercambiamos

G(x,2,y) =50+ 22 +y%) + 2xzy

=503 +y* + 2°) + 2xyz
Podemos observar que el polinomio no ha
sufrido ningdn cambio.

= G(x,y,z) es simétrico.
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Formas generales de los polinomios simétricos:

er. Grado e

o

2 var.

A(C+y?) + Bxy

ACC+y®) + BOPy+xy?)

3var. | Alx+y+z) | AGC+y? +2%) +Bly+xz+yz)

ACP+y*+2%) + BlAy+2) +y2(x+2)
+ Z2(x+y) ] +exyz

D2. POLINOMIO ALTERNADO:
Es el polinomio que sélo cambia de signo al
intercambiar cualquier par de variables de
manera simultanea.

Ejemplo 1

R(Xy)’ ) = X3 - .y3

Si cambiamos x por y, reciprocamente se
obtiene Rxy) =y -x*=-(x*- )
dedonde R(yx) = -R(xy)

porlo tanto R(x,y) es alternado.

“TEOREMAS

1. De la adicién, sustraccién, muitiplicacion de
polinomios simétricos, resultan polinomios
simétricos.

2. De la  multiplicacién de un polinomio
simétrico por otro alternado resulta otro
polinomio alternado.

3. Siunpolinomio simétrico se anula para alguna
de sus variables, se anulard para todas sus
variables.

4. Si un polinomio se anula para una variable
igual a otra, se anulara para esa misma variable
igual a las demnas.

Procedimiento para factorizar:

1. Se verifica si es simétrica o alternada.

2. Buscaremos factores binomios haciendo una
variable igual a otra o a su negativo.

4. Se establece la identidad de polinomios
teniendo presente la simetria.

Ejemplo 2
Factorizar
Resolucién:
Observamos para:

x=0= M(,y)=0 = x esunfactor
y=0= M(x0)=0 = y esunfactor
x=-y = M(-y,y) =0 = x+y esfactor

M(x,y) = (x+y)*-x*-y*
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Por identidad :

G+ y) -2y = gyl +y) Qlx. y)
3er. grado 2do. grado

= Qxy) = M(*+y) + N(xy)
L (ey)-xt-yt = xy(e+y) (MO +y%)+ Nxy)

Haciendo :
L x=y=1
= 2°-1-1=2{2M + N}
= 2M+N=15..... ()
L x=2,y=-1
= 1-25+1=(-2)(1) {5M-2N}
= 5M-2N=15...... ()]
De(a)y() M=N=5

= M(xy) = xy(x+y)(50*+y") + 5xy)
 Mxy) = Sxy(x+y)(c +y"+xy)

Ejemplo 3

Factorizar

M(a, b, c)=a’c+c’b+ba-a’b-b’c-c’a
Resolucién:

Si intercambiamos cualquier par de variables, el
polinomio sélo alterna el signo.

Asi M(a,b,c)=-M(b,a,c). Entonces, el polinomio
es alternado, ademds para a=b se tiene
M(b,b,c)=0 == (a-b) es un factor de M. Luego,
por polinomios alternados, los otros factores son

/a
b > (a-b), (b-c) y (c-a)
Nee

= M(a,b,c) = (a-b)(b-c)(c-a) . [k(a+b+c)]
4to. grado

3er. grado ler. grado
Andlogamente al procedimiento del problema
anterior, se comprueba que k es iguala 1,
luego:

= M(a,b,c) = (a-b)(b-c)(c-a)(a+b+c)
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Problemas Resueltos

Problema1
Al factorizar P(x,y) = X’y-x’y’, establecer el valor
de verdad de las siguientes proposiciones:
I.  xX*+xy+y* es un factor primo
II.  x*-y* no es un factor de P(x,y)
III. P(xy) no es factorizable en Q
Resolucién:
Extrayendo factor comtin al monomio x°y, se tiene
PCey) = Xy(x*-y®) = Xy[(F)-(P))
=Xy +y) -y
Luego por suma y diferencia de cubos ,
P(xy) = Fy(c+y) (¢ -xy+y)(x-y) o +xy+y’) ;
estudiando las proposiciones se concluye:
LV I F Il. F

Problema 2
Factorizar en R
P(x,y) = X*+28y°+3xy(x+y)
e indicar la suma de coeficientes de uno de sus
factores primos.
Resolucion
Observamos 28y° = y*+27y°
Luego, reordenando :
P(xy) =x+y +3xy(x +y) + 27
= (x+y)’ + (3y)
Suma de cubos:
= (c+y+3y)[Oe+y)*- (x+y)3y+(3y)’]
= (x+4y)[x* +y* +2xy-3xy- 3y’ + 9’
= (x+4y) (¢ -xy+7y%)
Los factores primos son x+4y, ¥’-xy+7y* cuya
suma de coeficientes es 5 y 7 respectivamente.

Prebiema 3
Luego de factorizar
P(x,y) =X +y*+ 2+ Xy +y’ 2+ 2y +xy7 + x27+ 22
mdicar un factor primo
| Resolucidn:
Como son 9 términos agrupamos de 3 en 3 como
se indica
X+ Y+ +Xy+ Yz + 2y +xy x4z

Entonces
Xlx+y+2) +Y (x+y+2)+22(x+y+2) ,
porlo tanto P(xy) = (x+y+2)(:P+y*+z%),
de donde uno de los factores primos es:
xt+y+z 6 XP+y*+z?

Problema 4
Luego de factorizar, indicar un factor primo de
P(x,y,z) =2[(x+y+2)+(x+y-z) ]+ 50 +y* - 2% +2xy)
Resolucién:
Haciendo un cambio de variable
Se tiene

2[(m+2)* + (m-2)’] + 5(m?-z?%)

\—_v._—/

X+y=m

2(mP+2%)

= 2(2m’+22%) +5m?-5z2

= 4m*+4z*+5m’-5z°

= 9m’-z? = (3m+2z)(3m-2)
Reponiendo m :
P(xy,z) = B(x+y)+2) Bx+y)-z)

= (3x+3y+2)(3x+3y-z2)

Luego, un factor primo sera
3x+3y-z

3x+3y+z 6

Prehlema 5

Factorizando en Q

P(x) = (C+x+ D0F-x+1)+7x*-385

indicar la suma de sus factores primos lineales.
Resolucién:

Efectuando por productos notables :

P{x) = x*+x>+1+7x>-385

Reduciendo se obtiene P{x)=x"+8x"-384

Por aspa simple :

Ppy = x*+8x%-384
f% 24
's -16
P(x) = (+24)(x>-16)
= (2 +24) (x+4)(x-4)

Los factores primos lineales son
(x+4) y (x-4), cuyasumaes 2 x

Luego,

181

www.FreeLibros.me



Lumbreras Editores

Algebra

Problema 6
Indicar un factor primo de
P(x) = (a®+2ab)x*+b(a-4b)x+(b-a)(a-2b)
Resolucion:
Por ser P(x) polinomio cuadratico factorizamos
por aspa simple

a(a+2b)x? + b(a-4b)x + (b-a)(a-2b)

ax X a-2b
(a+2b)x b-a
= (ax+a-2b) [(a+2b)x+b-a]

Entonces, un factor primo es
(ax+a-2b) 6 [(a+2b)x + b-a]

Problema?
Indicar el nimero de factores primos de
P(x) = (C+7x+5)*+30 + 1) +21x+2
Resolucion:
Efectuando y reordenando
P(x) = O+ 7x+5) " +3x° +3+21x+2
P(x) = (P +7x+5+3(%+7x)+5,
haciendo x*+7x+5 =y se liene

Y+ 3(-5)+5 = y¥+3y-10 = (y+5)(y-2)

Reponiendo y :
(2+7x45 +5)(x2+7x+5 2)
O2+7x +10) (x%+7 x+3)

xks
X 2

P(x) = (x+5)(x+2)(x*+7x+3) , vemos que tiene 3
factores primos.

Problema 8

Si  A(x)=x-4x+m+1 vy
B(x) = xX*-(m+1x+4

admiten un factor comtn lineal.

Hallar el valor de m, siA(x) # B(x)

Resolucion:

Sea x-a el factor comun de A(x) y B(x),entonces
Ale) = 0= ca*-de+m+1 =0
B(e) =0=c*-(m+1Da+4 =0,

restando se tiene (m-3)a+m-3 =0
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Entonces (m-3)(a+1) =0

dedonde m-3=0 6 oa+1=0

. Sim-3=0=A(x)=Bkx)
Contradiccién con los datos

II. Sie+l=0=a=-1,

En el polinomio A(x).
ACD=-1*-4(-1)+m+1 =0
=1+4+m+1=0=m=-6
. m= -6

Probiema 9

Senalar el factor primo de menor suma de
coeficientes de  F(x) = 6x°-5x°-6x*-13x2-6
Resolucién:

Factorizando por aspa doble :

- 5x% 6xt 13x2
Sk

F(x) = 3x*+2x°+3)(2x*-3x*-2)
ya que los factores cibicos, si fueran factorizables
deben admitir divisores binomios; sin embargo, no
es asi. Se concluye entonces que 2x*-3x>-2 es el
factor primo de menor suma de coeficientes.

Problema 10
Luego de factorizar
K(ab) =a(@®*+ab- 1)-b®* +ab - 1)
dar la suma de sus factores primos.
Resolucién:
Efectuando y agrupando adecuadamente :
K(ab) =a*+a’b-a-b’-ab’+b
= a’>-b*+ab(a-b)-(a-b)
(a-b)(a*+ab+b?+abla-b)-(a-b)
= (a-b) {a’+ab+b’+ab-1}
=(a-b) {(a+b)* - 1},
por diferencia de cuadrados se obtiene
K(a,b) = (a-b)(a+b+1)(a+b-1)
cuyos factores primos son
a-b;a+b+1;a+b-1
-~ Y fact. primos es 3a+b

it
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CAPITULO VII

Factorizacion

Problema 1

Indicar un factor primo de

S(a,b,c) = a’+a+b-b*-c*-c+2bc

Resolucién:

Agrupando convenientemente

S(a,b,c) = a*-b’-c’+2bc + a+b-c
= a’-(-c)’+a+b-c

—_———

diferencia de cuadrados

= (a+b-c)(a-b+c)+(a+b-c)
= (a+b-c)(a-b+c+1)
cuyos factores primos son a+b-c;a-b+c+1

Preblema 12

Con respecto al polinomio

S(a,b,c) = a (a®+bc) + ¢ (a+b?) - b

Indicar el valor de verdad de cada una de las
proposiciones:

I Unfactor primoes a+c-b

II.  Lasuma de coeficientes de un factor primo

es2
Il Tiene 3 factores primos lineales.
Resolucién:

Efectuando y agrupando adecuadamente :
S(a,b,c) = a® + abe + a’c + bc - b®
= a’ - b® + c(ab+a’+b?)
= (a-b)(a’+ab+b*)+ c(a’+ab+b?)
= (a’+ab+b®(a-b+c)
Respondiendo a las proposiciones, tenemos:
LV II. F Ill. F

Problema 13
Senalar el factor primo de mayor suma de
coeficientes del polinomio
S(ab) = (1-ab)* -~ (@* +b* + 1)
Resolucién:
Efectuando y agrupando de manera adecuada:
S(a,b) =1 - 2ab + a’b? - &% - b*-1

= a’b’ - (a’ + b? + 2ab) = (ab)?-(a+b)?

diferencia
de cuadrados

S(a,b) = (ab+a-+b)(ab-a-b)
Luego el factor primo de mayor suma de
coeficiente es (ab+a+b)

Preblema 14

Senalar la suma de coeficiente de un factor primo
del polinomio  S(x) = x> - 2b% - b8 - b*- |
Resolucién:

X - 2% + b = (x - bY)?

Sumando y restando b*
S(x) = x*-2b%+b* - b®-2b*-1

= (- b - O+ 1)

A LY
diferencia de cuadrados

S(x) = (x-b*+b"+ (x-b*-b*-1)

Luego, la suma de coeficientes es
1-b*+b'+1 6 1-b*-b'-1
esdecir b'-b*+2 6 -b’-Db?

Preblema 15

Dar un factor primo del polinomio

F(a)b) = a(c’+1) - 2ac® + (a+1)%(c+1)%c
Resolucién:

Agrupando convenientemente :
=a{c'+1-2¢% + (a+1)? (c+ 1%

= alc-1)*(c+1)* + (a+1)%c (c+1)?

= (c+1)* [alc-1)* + cla+1)?],
efectuando

= (c+1)* {ac’- 2ae¥ a + ca’ + 2ac¥ c}
= (c+1)* {ac(a+c) + (a+c))

= (c+1)*(a+c)(ac+1)

Luego, unfactorprimoes c+1 6 a+c 6 ac+l

Problema 16

Demostrar que para todo k entero

P(x) = & + 6kx + 1 no es factorizable sobre los
racionales.

Resolucion:

Analicemos su discriminante

A=(6kY -4(1) =36k-4 = 4(9K*- 1)
Observamos que 9k* es un cuadrado perfecto,
entonces 9k*-1 no puede ser cuadrado perfecto,
ya que no existen dos niimeros consecutivos
diferentes de 0 y 1 donde ambos sean cuadrados
perfectos.

En consecuencia, x* + 6kx + 1 no es factorizable
enqQ.
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Preblema 17
Factorizar

F(a,b,c) = (a+2b+3c)(a+3b+5¢c)+2bc
Resolucion:
Ala expresién a+2b+3c llamaremos z, es decir
a+2b+3c = z; luego tenemos z(z+b+2c¢) + 2bc
que es equivalente a z’+(b+2c)z +2bc.
Factorizando por aspa simple :

22 + (b+2¢)z + 2bc
z 2¢
z b

F(z,b,c) = (z+2c)(z+b)
Reponiendo z:
F(a,b,c) = (a+2b+3c+2c)(a+2b+3c+b)

= F(a,b,c) = (a+2b+5¢c)(a+3b+3c)

Probiema 18

Senalar la suma de los factores primos de
M(a) = a' - 2(b*+c?a® + (b*-c?)?
Resolucién:

Por aspa simple

=a?- 2(b*+cDa® + (b+c)¥(b-c)?

a’ -(b+c)?

a’ - (bc)?
Veamos la comprobacién
~a’ {(b+c) + (b-c)} = -a*[2(b*+cD)]

R Y
1d. de Legendre = -2a%(b?+c?)
luego, su forma factorizada es
[a’ - (b+c))[a® - (b - )]
Por diferencia de cuadrados:
(a+b+c)(a-b-c)(a+b-c)(a-b+c)

de donde la suma de factores primos sera

a++gfra-B-£ra+}-£+a-P+g=4a

Preblema 19
{Cuéntos factores algebraicos posee el polinomio
P(x,y,2)=0+y* +22)-3(xy +xz +yz)’

P +y2 4+ + 200y +xz +yz)*?
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Resolucion:

Haciendo cambio de variable :
X+y+z2=m
Xy+XZ+yz=n

se tendra

m® - 3n’m + 2n°

Separando -3r’m como

-mn’ - 2mn®

= m*- mn’ - 2mn’ + 2n°

= m(m?-n®) - 2n*(m-n)

= m(m+n)(m-n)-2n*(m-n)

(m-n)(m® + mn - 2n?)
m 2n

m -n

= (m-n)(m+2n)(m-n) = (m-n)*(m+2n)
Reponiendomyn:
= (2 +y*+2P-xy-xz - y2)?

(P +y?+ 22+ 20y +x2+yz))
=Py,2) = (FP+y* + 2% - xy-xz - yz)? (x+y+2)*,
de donde el nimero de factores algebraicos es
C+nNR2+)-1=8

. Tiene 8 factores algebraicos.

Problema 20
Indicar el factor primo de mayor suma de
coeficientes en
H(x,y) = 24x%°+60x%y*- 6xy* +6xy°+ 36xy°
Resolucién:
Extrayendo el factor comun monomio: 6xy’, se
tiene H(x,y) = 6xy*(4x*+10x-y*+y+6)
Por aspa doble :
6xy* (4% + Oxy -y> + 10x +y + 6)
2x 2
2x -y 3

=~ HOxy) = 6xy°2x+y+2)(2x-y+3)
Los factores primos son x,y, 2x +y + 2, 2x-y+3
y el de mayor suma de coeficientes es 2x+y+2
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CAPITULO VI

Factorizacion

Probiema 21

Luego de factorizar

P(x) = x* - (b+1)x% + (b-2b%)x + b*(1-b),

halle el valor numérico entero de un factor primo

para 2x = 1 + {4b%+5

Resolucioén:
Factorizando por aspa doble especial :

x*+ 08 - (b+1)x? + (b-2bH)x + bX(b-b?)

SDT: -(b+1)x?
ST: (b%b+b)x? =-bx?
Falta: (-b-1+b)® = -2

luego, la forma factorizada es
P) =02 -x-b)H +x-b+b?)

evaluandoen 2x =1+ \/4b2 +5

=2x-1=y/4b*+5

= 4 -4x+1 = 4b*+5

=4 - 4x-4b* =4 =x'-x-b’=1
.. El valor numérico entero de un factor
primo es 1

Prebiema 27
Senalar un factor primo de
P(x) = X(Bx+1)P - (6x+1):- 15
Resolucion:
P(x) = x(3x+ D} - 6x+1) - 15
= (3% +x) - (36x%+12x+1) - 15
= (38x%+x)° - 12(3x*+x) - 16,
haciendo 3x°+x = z se tiene P(z)= z3-12z-16
Por divisores binémicos, se observa P(-2)=0,
luego (z+2) es un factor.

Por Ruffini
1 0 -12 -16
z=2y 2 4 16
1 -2 -8 [0
= P(z) =(z+2)(z%-2z-8)
Z\ |44
z7 42

=P(2) = (z+2)*(z-4)

Reemplazando el valorde z
P(x)= (3x2 + x + 2)* (3x%+x-4)
PO)= (3% + x + 2 Bx+d)(x-1),
de donde un factor primo puede ser
3 +x+2 6 3x+4 &6 x-1

Problema 23

Obtener el nimero de factores algebraicos de
Q) =x' + 4" - (x* - 1Y

Resolucién

Veamos por aspa simple

x4+ 4 - (313 1)

X2 o3+1)?
P's -(3-1)?
Comprobando

{0+ 1P - (8- 1)1 = x4} = 4X°

~
Id. de Legendre

= QM) = [’ + O+ 1]~ (- 1)*]

= (08 +28° + 7+ D+~ Dx-x+1)
de donde el niimero de factores algebraicos es
Q+DA+DHA+D-1 =7

Preblema 24

Hallar la suma de coeficientes de un factor primo
de M(x) = (x-3)° + 8lx

Resolucion:

Haciendo un cambio de variable x-3 = z

= M(z) = 2° + 81(z+3) = 2°+81z + 243

75 e
—_~>M(z)=243 ~_.+8L+_2_L}_3_
243 243 243

- M(2) =243{(§)5+[%) . 1},

haciendo =1

w N

M(t) = 243(P+t+1)

Recuerde:

-2 7 73 -2
=>M(z) =243{"— + Z + 1} {m - —+ ]
9 3 27 9

M(z) = (z22432+9)(z*-3z2+27)

185
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En x es:
M(x) = [(-3P+3(x-3)+9] [(x-3)*-3(x-3)*+27]
efectuando

M(x) = (2-3x+9)(x*- 12x*+33x-27)
De donde la suma de coeficientes de un factor
primoes 7 6 -5

Probiema 25

¢Cuantos factores primos tiene el polinomio

P =x"-2x"-17?

Resolucién:

Observamos que
PCD=(C1D"-2(-1)-1=0
= (x+1) es un factor de P(x) ,

el otro factor por Ruffini

1 0 -2 0 0 0 0 -1
x=-1{+ -1 1 1 -1 1 -1

1 -1 -1 1 -1 4]___
= P(x) =(c+ DO+ x5 +x-1)

O )
X3 X2 -1 doble

= P() = (x+DEE-x+DE-2-1)

. Tiene 3 factores primos

Prohiema 26
Senale el factor primo de menor suma de
coeficientes en

Iy) = 07 - xy + ') - dxy(x+y)

Resolucion:
De J(xy) = (C+Y° -xy)* - dxy(x*+y°+2xy)
haciendo x*+y’ -xy=m * xy=n

=J(m,n) =m?- 4n(m+3n)
=m?- 4mn - 12n?
m -6n

m 2n

= J(m,n) = (m-6n){(m+2n)

186

Reponiendo m A n
JOy) = O +y*-xy-6xy) (" +y*-xy+2xy)
= Joy) = O +y* - Txy) (o +y*+xy)
Luego el factor de menor suma de coeficientes es
X+ Y- Txy.

Problema 27
Indique el valor de verdad con respecto al
polinomio
P(x) = x*-9x°+30x" - 45x° +30x*-9x + 1
I.  Tiene un solo factor primo ménico
II. Unfactor pimo esx* + 3x + 1
[Il. Eltérmino lineal de un factor primo es -3x
Resolucién:
Por polinomios reciprocos

P(x) = {x -9x2430x-45+ £~i L}

X x? x3
=[x L) o x2: L) 30 m—) 45

x3 x? X

haciendo x+—1— =z
x

= x2+l:z242 ; x3+._1-=33733

x? x3

reemplazando obtenemos
P(xz) = x*{z°-32-9(2%2-2)+302-45}
=x(z-3)°

Reponiendo z

P(x) = xS(x L 3)3 = XB(ﬁ——Bx—”)S
X x
P(X)=("-3x+ 1)
Dv iIDF nmv
Prohlema 28
Factorizar
G(ab,c)=(a+b+c)’- (b+c-a)’- (c+a-b)’
~(a+b-c)

Resolucion:
Haciendo

= a+b+c=x+y+2z
=G(x,y2) = (x+y+z)° - X -y -2°

www.FreeLibros.me



CAPITULO VII

Factorizacion

El polinomio es simétrico, puesto que si
x=-y = Gl-y.52) =0

= (x+y) es un factor, asi mismo (x+z), (y+z)
son factores

Comparando los grados

+y+2)° - x° - y* - 2° = (x+)(x+2)(y+2) . Q(x,y,2)

5to. g;ado 3er. grado 2do. grado

como

QUxy,z) = AG2+y*+2%) + Blxy + xz + yz)
Por ser polinomios idénticos, para conocer Ay B
asignaremos

x=1,y=1,2-0 = 2A+B =15

x=1,y=1,z=1 = A+B =10
de donde se obtiene A=5, B=5
G(xy,2) = x+V(x+2)(y+2)503+y +2%) +

S(xy+xz+yz)}
Reponiendo los valores de x, y, z, entérminos de
a,b,c
. G{a,b,c) = 80abc(a’+b*+c?)

Problema 29

Factorizar

Alxy,z) = X2(y-2)° + V(@ x)P+22(x-y)

Resolucion:

El polinomio es alternado, ya que si

x=y = A(x,y,z)=0 = (x-y) es un factor, del mismo

modo son factores (y- z),(z-x)

= Xy-z2P +y(z-x)° + 22(x - y)°
N

J
~
5to. grado
= (x-y)y-2)(z-x) . Qlxy.2)
—
3er. grado 2do. grado

= A(x,y,2)= (- -2 (E-x)ME+y*+27)
+ N(xy+xz + yz)]
siendo Q(x,y,z) un polinomio simétrico.
Luego, por ser polinomios idénticos:
Parax=0, y=1,z=-1=2M-N = -1
Parax=1, y=-1,z2=2=6M-N = -1
dedonde M=0 » N=1
Entonces
A(y,z) = (x-yY)(y-2)(z-x)(xy+xz+yz)

Prolilema 30
En base al polinomio

M(x) = x"-8x°+21x*- 15x"- 15x°+21:% - 8x + 1,
establecer el valor de verdad de las siguientes
proposiciones:

I. Tiene 4 factores primos )

I x¥*-2x+1 es uno de sus factores
. x*-3x+1 es un factor primo
Resolucién:
M({x) polinomio reciproco de grado impar
M(-1) = 0, luego, por divisores binémicos :

I 8 21 -15 45 21 8 1

=7 l 4 9 -30 45 30 9 -I

1 lo

I -9 30 45 30 -9

M(x) = e+ D -9x° +30x"-45x°+30x°- 9x + 1)

AN e
™~

Qx)
Como Q(x) es un polinomio reciproco de grado
par, factorizado (x°) se tiene :

xg{x39x2+30x45+§—g%+L}

x  x? x3

entonces x4 —— = 22 , PrL = g
x? X3
Reemplazando tenemos
x*{z°-3z-9(z% 2) + 30z-45}
Xz 922427227} = ¥*(z-3)°
reponiendo z :

3

M(x) =x3(x L 3) =(x2-3x+1)°
x

L MO =+ D0OE-3x+1)°

I. F II. F 1m. v

187
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Problemas Propuestos

1. Indicar el nimero de factores irreductibles
de
P(xy,2) = X'¥2'+ xy°’z" + 3’2" + 3xy' 2

A)5 B)2 3
D) 4 E)1

2. Factorizar
M(a,b) = a*-4+2ab+b? e indique un factor

primo.
A)a+b+2 B)b-2 C) a+b-4
D) a+2 E)b+2

3.  Senalar un factor primo, luego de factorizar
P()=x*+ (b+c+2d)x+d*+(b+c)d+bc

AN vahad, , R vard, . Oyxgdahse |
D) x+c¢ E) x-2¢

4.  Seialar un factor primo de
H(x)=(2x*+x-1)*- (x*-3x-5)*

A) 3% +2x-6 B) (x-2)°
D) (x+2)*

C) 3x%-2x-6
E) (x-2)

5. ¢Cuantos divisores primos posee
T(a,b)=(a*-6ab+b?)*-4ab(a+b)? ?

A)2 B)5 C)4
D)3 E)6

6. Factorizar
P(a,b,c) = a(b-¢)* + b(c-a)’ + c(a-b)*

+ 8abc

A) (@*+b*+cH)(a+b+c)
B) (ab+ac+bc)(a+b+c)
C) (a+b)(b+c)(c+a)

D) (a-b)(b-c)(c-a)

E) (ab+ac+bc)(a-b+c)

188

Indicar un factor primo de
POy;2) =0y +2)x-y-2)+11*-4(x-y)’

A) x+y+z+1 B) x-y+z+1
Q) x-y+z
D) x-y+2z+2 E)z+y x+2

{Cudl de las siguientes expresiones no es
término de un factor primo de
Fle,y)=1+2x2- 6y + A’y +y* +4xy®) ?

A)-X° B) 2xy QY
D) 2x2 E)-y

Indicar el factor primo cuadratico de mayor
suma de coeficientes, después de factorizar
M(x) = x*'+4x%+16

A)xF+x-2 0 B)x+2x-F U)x¥x-8
D) x*+8 E)’+2x+4

10. Factorizar los polinomios

P(x,y) = 6x2+19xy+15)°- 11x- 17y +4

Flx,y) = X +y*-4+2xy+3x+3y

y sefialar como respuesta el factor primo no
comiin de mayor suma de coeficientes.

A)3x+5y-4 B)2x+3y-1 C)x+y+4
D) x+y-1 E) 2x+y+4

11. Senalar el factor primo cuadrético de mayor

suma de coeficientes en
P(x) = x'- 43+ 11x°- 14x+10

A)X¥+3x+2 B)xX*-2x+5 C)x’-4x-2
D) x*+4x+2 E) x*-2x+2

12. Hallar la suma de coeficientes de un factor

primo de
P(x) = (1+x)(1-x22 4+ (x-x*)

A)2 B)4 )3
D)0 E)5

www.FreeLibros.me



CAPITULO ViI

Factorizacion

13.

14.

15.

16.

17.

18.

Factorizar

M(2)= 22+ 1) +2%4+ (- DA +22+27)

y dar como respuesta el nimero de factores
primos.

A)2
D)3

B)4 C)5

E)6

Obtener la suma de coeficientes de un factor
primo del polinomio
H(x) = x*-x*-17x+33

B) -6 o) -7
D) -5 E) -8

Hallar un factor primo de
P(a,b)=ab-(ab-1)(1+a-ab)(b+1)b

A) 1+ab
D)1

B) ab C) 1-ab

E)a+b

Factorizar y dar como respuesta la suma de
coeficientes de un factor primo de
P(x,y) = 6x2"~ 4™ + 7 + 5xy" +3y" - 17x"

A0
D)1

B) 2 Q)12

E)6

Factorizar e indicar el factor primo ctibico de
P(x)=x-x"+2x%-2x+1

A) XC+x+1 B) ¥ +x*+1
C) X +x+x*-1
D) x*-x+1 E)x®-x2+1

Obtener el nimero de factores algebraicos
de QM) = ¥ +4°-(x*- 1)

A7 B)6 o8
D)9 E)5
Factorizar

F(ab,c) = (a+b+c)*+(a+b -c)’

+4c(a+b)-5(a+b+c)+2
e indicar el factor primo del mayor término
independiente.

20.

21.

22.

A) 2a+2b+2c+1
C)2a+2b+c-1
D) a+b+c+2

B) a+b+c-2
E) 2a+2b+2c- 1
Factorizar y obtener la suma de factores

primos del polinomio
P(x,y) = (x+2y)*-2xy(3x - dxy+6y)

A) X +4y B) 2% +2xy+8y*
C) X*-4y*
D) 2x+4y -6xy E) 2x*-2xy+8y”

Con respecto al polinomio
P(a,b,c) = b*(a-c?) + c*(b-ad)+
a’(c-b*)+ abe(abe-1)
Senalar el valor de verdad o falsedad de
cada una de las proposiciones siguientes:
I. Unfactorprimoesa’?-b
II. Un factor primo es a? + b
HHI. a - ¢ no es un factor primo

A) VVF
D) vwv

B) VFV C) VFF

E) FFF

Mencionar un factor primo del polinomio

Q) = & + ap+a’B)x+ (B*+20’B)x+af?

23.

A)Bx + o
D) Bx + of

B)x+afp Clax+p*

E)x +«

Del polinomio

P(a,b) = a’+5bc?- a’b-a’c?- 2b*-2¢*

Decir si es verdadero o falso con respecto a

la proposiciones siguientes:

[. Tiene 3 factores primos

II. Tiene 2 factores primos cuadréticos

[l La mayor suma de coeficientes de un
factorprimoes 2-2c2 ; 0<c<1

A) VWV
D) Fwv

B) VFF C) FVF

E) VVF
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24.

23.

26.

27.

28.

190

Si X2 - 5x + 6 es un factor de
P(x) = x' - 9 +mx+n,
Hallar el valor de -

m

A) 1
D)-5

B)-3 C 10

E) 3

Luego de factorizar
PO) =(@2x + 1) + dx(x+1) + 2
Indicar un factor primo cuadratico

Adl +x + 1 B)x® - 5x + 1
Q)4 +x+3
D)2 +x +2 E) 4x*+6x+3

Indicar un factor de
SG) =1 +x + X2+ +x+X5)? - X

A) X+ +x3+x+1 B)x® + 1
QX +1
D) X*+xX°+x +1 E)x' +1

Indicar aquel polinomio que no es factor de
Qlxy) = X% + 2x%y-4xy* - 8y° - x + 2y

A)x -2y B)x +2y+ 1
CQx-1+2
D) x + 2y E)x*-1+4y(x+y)

Con respecto al polinomio

P(z) = z°® - 92* + 162° - 92% + 1, indicar el
valor de verdad de cada una de las
proposiciones:

I. Un factor primo es z°+4z + 1

II. Un factor algebraico es (z-1)°

Il Tiene sélo 2 factores primos ménicos

A) VW
D) VFV

B) FVF C) VVF

E) FFF

29.

30.

31.

32.

33.

Siendo b+1 A a-1 cuadrados perfectos.
Factorizar

M(x) = x® -(a+b+Dx* + (ab+2a-1) x*
-at+b-ab + 1
y sefiale aquel que no es factor de M(x)

Ax+ o+l
O x-yb1

D)X -1

B)x- Ja-1

E)xX*+1-¢

Luego de factorizar

P =x"+x"+x*+x+2
Indique el valor de verdad o falsedad de
cada una de las proposiciones:

I. Unfactorprimoesx® + x + 1
II. Unfactor primo es x* - x +1

[l La suma de coeficientes de un factor
primo ménico es 1

A) VWV
D) FFF

B) VFV C) FFV

E) VFF

Senale aquel que no es factor
P(x) = 6x° + 41x* + 97,% + 97X+ 41x+6

A) x+1
D) 3% 4 7x+2

B) x-2 CO2x+1

E) 3x +1

Indicar un factor primo de
P(a,b,c) = (ab)’+(bc)’+(ac)+
abc[a’+b® +c®+abe(a’b’c?+1)]

A)a® + be
D) a* + bc

B)b' + a C)ct+ab

E)b’ + ac

Luego de factorizar
S(xy,2) = (B3x+y-52)°+(2z-y-2x)°+ (32 x)*
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Factorizacion

34.

35.

Indique el valor de verdad de cada una de 37.

las siguientes proposiciones:

L. Un factor primo es 2x+y-22
1I. Lasuma de 2 factores primos es x- 3z
[IL Un factor primo es 3x +y + 52

A) FFF
D) VFV

B) VVF C) FFV

E) VW

3s.
Indicar el valor de verdad con respecto al
polinomio P(x) = x(x- D+2)(x-3)+8

. Tiene 2 ceros racionales
IL. Tiene 3 factores primos monicos
IiL. Tiene 2 factores cuadréaticos

A) VWV
D) VFF

B) VVF C) VFV
E) FVF
39.

Luego de factorizar un polinomio P(x) enlos
racionales por el criterio del aspa simple se
obtuvo:
P(x) = 82 + ba? - (2+d)

ci? 1

4® d

Determinar uno de sus factores primos.

Ad’-x+3
Q4 +x-1
D)2 -1

B)2x +1
E) 42+ 1 49.
Luego de factorizar por aspa doble especial

al polinomio P(x) se obtiene el siguiente
esquema

R(x)=x*+3x% - 527+ mx - 2

okl

Darelvalorde a+b+m ; a<b

A)5
D)7

B) -5 C)6

E) -6

Si los trinomios

fx)=x2+ax+6 A gl)=x+bx+3
admiten un factor comuin de la forma 2x+c.
Hallar el valor de ac-bc.

A) 6
D)-4

B)-6 C) 4

E) 2

Sea el polinomio P(x) = x* -3x%- 6x-8
Determinar el valor numérico de un factor
primo cuando:

21

1
X =—+
2 \ 4

A)O
D)3

B)1 C)2

E)4

Luego de factorizar

$(ab,c) = (2a* + ab + ac + be)? + a’(b )
Senale el valor de verdad de las siguientes
proposiciones:

1. Tiene 2 factores primos cuadraticos
i Un factor primo es: 2a’ - 2ab +b*
1l Tiene 2 factores primos lineales

A) VWV
D) FVF

B) VFV C) VFF

E) FFV

Indicar el valor de verdad de cada una de las
proposiciones con respecto a este
polinomio:

P(x) = x*- 5x' - % + 16x° - 1lx +2

I. Un factor primo es ciibico de término
independiente 2
IL. -5x es un término de un factor primo
Il -3x es un término de un factor primo
cuadratico

A) VW
D) FVF

B) VFF C) VF

E) FW
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CAPITULO

VIII

Leonardo Euler(1707-1783)

Matematico suizo, hizo estudios sobre
el andlisis matematico y mecanica
racionai. Escribi6 La teoria nueva de la
luna y diversas obras sobre ios
planetas; se dedicé también a la fisica,
la quimicay la metafisica.

En el campo de la matematica
desarrolld la teoria de funciones
(1+0)", e* log{1+x) dividiendo en
funciones algebraicas, funciones
trascendentes y funciones de una
variable compleja. Fue invitado por su
talento a integrar la Academia de
Ciencias de Petersburgo. En 1741, se
trastad6 a Berlin por la intranquilidad
de los movimientos politicos.

M.C.D. M.C.M.
fracciones

X
— = x+x?
1-x

+x3+ .. silx] <1
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 ~Céleulp de M:CD. por’ divisiones. sucesivas

Haciendo uso del algoritmo de Euclides (D =dq+R) se realiza el siguiente procedimiento

i para hallar el M.C.D. de dos nitmeros naturales a vy b (b>a)

Dbla Maln mrii2 ... , a2t
ra; rna; 73 43 LS

Hasta que v,=0 — M.CD. {ab} =r,,
Ejemplo:
1. Calcular el M.C.D. de 46 y 32
Dasl32 ID 3204 HD 144 V) 4 |2 M.CD. {46,32}=2
I @2 @3 ()2
2. Halle el M.C.D. de los polinomios:

Px) =16x"+ 3657 -12x - 18 ; Q(x) =8x"-2x -3

D 16x3+36x%-12x - 18|8x%-2x-3ID 8x*-2x-3|4x-3

2x+5 {0_0) 2x+1
| 4x -3
MCD. (PQ) =+4x -3
3. Hallar el M.C.D. de los polinontios: A(x) =2x"-11x* + 10x + 8

B(x)=2x"+x"-8x - 4
C(x) =6x’a + llax + 4a
Hallamos el M.CD. de A y B

D 2x3-1Ix%+10x +8 |2x3+x%-8-4 ID 2x°+x2-8x-4|-12x%+18x+12 +(-6)

1 - A
-12x2+18x+12) @8 6%

M.CD. (4B} =2x* -3x -2

Hallemos el M.C.D.de C(x) yel M.C.D. (4,B)

D 6ax*-1lax+4a|2x?-3x-2 ID 2x%-3x-2|2x+1
_ 3a (G0 x-2

20ax +10ai+10a
MCD.(AB) =2x+1

Fuente: :llluebm Supertor - Bruiio.
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Maximo comun divisor (M.C.D.)
Minimo comun miultiplo (M.CM.)
Fracciones

. ; 5 o ﬁ.f‘*?,{
aplicaciones del méximo comidi divis
n fracciones_gue permitan. reducitlas “p

gnificado y
'« Efectuar operaciones ¢
* einecuaciones,

INTRODUCCION

En el presente capitulo veremos que elm.c.m. y M.C.D. son consecuencias de la teoria de multiplos
y divisores de magnitudes estudiadas en aritmética. Una de las aplicaciones técnicas del m.c.mn. y
M.C.D. es distribuir (encajar) una cantidad de objetos geométricos semejantes de una forma exacta en
otro de mayor magnitud.

Planchas de acero
utilizadas en la
construccién de un
dep6sito de combustible

Figura (1)

Figura ()
Figura (1): en esta figura, para poder encontrar la cantidad de cajas pequenas que entran en la caja

grande se debe utilizar el concepto de m.c.m y M.C.D.

Figura (2): en esta figura, para calcular el nimero de planchas que se deben utilizar en la construccién
de un deposito de dimensiones conocidas, es necesario utilizar el concepto de fracciones.

En algebra, estos conceptos de m.c.m. y M.C.D. se generalizan a expresiones algebraicas y este
serd el estudio que se realiza en el presente capitulo.
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'CON(EPTOS BASICOS

FACTOR DE UN POLINOMIO. Dados dos polinomios de grados no nulos P(x) y Q(x), se dice que Q(x)
es un factor de P(x) siy s6lo si P(x) + Q(x) es exacta. En tal caso serd posible expresarlo por:

LP(x) = Q) . HD ; HOO J

es un polinomio no nulo

FACTOR COMUN DE DOS O MAS POLINOMIOS. Diremos que M(x) serd un factor comin a dos
polinomios P(x) y Q(x) si existen otros polinomios f(x) y g(x) no nulos de tal manera que sea posible
expresarlos por:

P(x) = M(x) . f(x) Q) = M) . gix)

Ejemplo 1 Ejemplo 2

P(x) = (2x- 1)*(x-3)*(5x+2)

QM) = (x-2)(2x-1)(5x+2)°
por lo tanto, sus factores comunes son:

@2x-1), 5x+2), 2x- D(5x+2)

P(x) = (x+2)°(x-1)
Qx) = (x+2)*(x+3)

por lo tanto, sus factores comunes son:

(x+2), (x+2)°

| Mixmo Comun Divisor ¢.c.p) [

Dados dos o mas polinomios no constantes, PO =2*-3+xX+Ax+B vy
llamaremos maximo comun divisor al factor Q) = 3x'- 7 + Mx + N
comun de mayor grado. Hallar AN + BM
Asi: P(x) = @x+7)'(x-1)*(3x-1) Resolucién:
QW) = (2x- 1°Bx-1)(x-1)* Por definicion, x> - x - 6 divide exactamente a
los polinomios P(x) y Q(x) respectivamente,

Los factores comunes son luego
3x-1,x-1, Gx- D(x-1), Gx-D(x-1)* L PO)+(3-x-6)
de ellos el de mayor grado es  (3x-1)(x- 1)? Por Homer

. M.C.D.(P.Q) = (3x- D{(x-1)*
+ +

. K—\ :
Fjemplo: 1|2 [31 IT' ! A B

Si x* - x-6 es el M.C.D. de los polinomios 1 2l 112

-1| -6
6 i12 72
Sea S(x) el M.C.D. de P(x) y Q(x), entonces se 2 -1 12 0 0
tendré que
P(x) = S(x) . M{x) Entonces

Qx) = S(x) . N(x)
Donde M(x), N{x) son polinomios que no poseen
ningan factor comun, llamados primos entre si.

A-6+12=0=A=-6
B+72=0=B=-72
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1. Igualmente Q(x)+(x*-x-6)

Por Homner :
A+ 4
s Py w
1 l3|18§
6 7 |-q] P24
i 14 84
3.-4 14 0 0

De I y Il se tiene que
AN+BM = (-6)(-84)+(-72)(10) = -216

MULTIPLO DE UN POLINOMIO

Sea el polinomio

P(x) = (x+2)(x-5), los muiltiplos de P(x) son
(x+2)(x-5) , (x+2)*(x-5), (x+2)(x-5)x ...

POLINOMIO MULTIPLO COMUN
El polinomio multiplo comin de dos o maés
polinomios es aquel polinomio que es divisible
exactamente por éstos, en forma separada.
Asf
Sean los polinomios P(x) = (x+1)(x?+3)
Q(x) = (x-1)(x+1)
los polinomios muiltiplos comunes de P(x), Q(x),
son

Oe- DO+ DEE+3), (- 1P+ D03 +3)

Oc- DO+ 120343)°, ...

/ Minmvo Comon MoLtipLo (m.c.m.) /

Dados dos o més polinomios, el m.c.m es el polinomio miiltiplo comiin de menor grado.

Ejemplo:
Sean los polinomios
P(x) = (2x- D(4x+3)® (x-1)?
Q(x) = Bx+1)(x-D(@x+3)
Los multiplos comunes de P(x) y Q(x) son
(2x- 1)(Ax+3)°(x- 1)*(3x+1) ,
(2x- 12(4x+ 3P (x-1)°’(3x+1) ,

pero el de menor grado es el minimo comiin
muiltiplo.
& mem(P,Q) = (x- 1)*(4x+3)*(2x- 1D(Bx+1)

TEOREMA

Dados dos polinomios P(x) y Q(x) se cumple que
P(x).Q(x) = M.C.D.(P,Q) . m.c.m.(P,Q)

Demostracién:
Sean  P(x) = A(x).B(X) ........ (a)
Q) = A() . CX) ... ®)

donde B(x)y C(x) son primos entre si.
= M.C.D.(P,Q) = A(x)
= m.c.m. (P,Q)=A().B(x).C(x)

De (o) x (B)

P(x) .Q(x) = A(x) . B(x).A(x).C()

P(x) .Q(x) = A(x) . P(x). Alx). C(x)
M.CD.(P,Q) m.cm.(P,Q)

. P(x).Q(x) = M.C.D.(P,Q) . m.c.m.(P,Q)

Ejemplo 1

El m.c.m. de dos polinomios A(x) y B(x) es x°
-x*-4x + 4ysuM.C.D.es x* + x - 2. Hallarel
numero de factores primos de A(x) . B(x)
Resolucién:

Por el teorema,

A(x).B(x)=M.C.D.(A,B) . m.c.m.(A,B)

= (x3-x2- 4x+4) (2+x-2)
ko ok
X -1 x -1
= (2-Dlx-Dx+2)(x-1)
= (c+2)(x-2)(x- Dx+2)(x-1)
= (x+2)%(x-1)*(x-2)

~ A(x) . B(x) tiene 3 factores primos.
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Ejemplo 2
El producto de multiplicar dos polinomios en
variable x es (x*+1)® - 4x° y el cociente de
dividir su m.c.m y M.C.D. de esos polinomios es
(2+1Y - 4x% Hallar su M.C.D.
Resolucion:
Sean A(x) y B(x) los polinomios, como

A() . B(x) = M.C.D.(x) . m.c.m. (x)
= M.C.D.(A,B). m.c.m.(A,B) = (*+1)*-4x%.... (o)

También

m.c.m.(A,B)
e o () oA
M.C.D.(A,B) &+ 1) x ®

Como buscamos despejar M.C.D. :

_ (xﬁ+ 1)2—4)(6 ) (xe_ 1)2
G2+ -ax? (k210

(xZ-Dct +x2+ 1) ’
=T

de donde M.C.D.(AB) =x"+x* + 1

Ejemplo 3 (Para el lector)
Hallar el M.C.D. y m.c.m. de los polinomios:

Alx) = x*+2x2-3
a){ B()=x*+x3-x%2-x

Clx)=x3-Tx+6

b) P(x) = x3-6x2+11x-6
Q) =x®-2x3+2x% - 3x+2

() = B
M.C.D.(AB) . m.c.m. (A,B) - (M.C.D.(A.B))?
m.c.m. (A.B)
M.C.D.(A,B)
/ JE XPRESIONES

FRACCIONAMA.{/

Son aquellas expresiones algebraicas en las
que ninguna variable se encuentra afectada por
signo radical o por exponente [raccionario,
debiendo al menos una variable presentarse enel
denominador o estar afectada por exponente
entero negativo.

Ejemplos:
Xy
Plry) - 22X XV
XY 4
2

Qxy) =x" +5xy +y?

198

6, .2
R(x):x +x+1

x3ix+1

x2+y? 422

S(x,y.2) =
Y 4xyz

2x2+3y? + 4z

T(xy,2) =
224+ 3y% + 4x?
2 52
M(x, 2) = 8&“ + 5z
X -2z
+ 3xz

www.FreeLibros.me
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FRACCION

Una fraccién algebraica se define como la
divisién indicada de dos polinomios N(x) y D(x),
siendo D(x) polinomio no constante.

N
D(x)

Denotado

Donde
N(x) polinomio numerador (no nulo)
D(x) polinomio denominador (no constante)

Ejemplos:

xt+x+4

a) P(x,y) = es fraccién algebraica

b)Qlry,z) - XY+2+4

es fraccién algebraica
y-x-2

x%+x+4

¢)P(x) = es fraccién algebraica

X -

_ 3ma’x®

d) Qix) =

no es fraccion algebraica,

pues no presenta variable en el denominador.

DOMINIO O CONJIUNTO DE VALORES
ADMISIBLES DE FRACCIONES ALGEBRAICAS
(CV.A)
Se tiene la siguiente fraccién algebraica:
2
f() = x°+3

envariable x y sea m un nimero cualquiera, el
valor numérico f(m) obtenido al sustituir m en
f(x) puede no tener sentido para algun valor de
m.

Por ejemplo, si se sustituye x por 1.

2
f(1) = 11 +f , €l cual carece de sentido; esto nos

muestra que la variable x no puede tomar
cualquier valor, sino que esta restringido a un
conjunto llamado dominio o conjunto de
calores admisibles (CV.A)).

En general, para el caso de una fraccién en
una variable:

Donde U = universo (conjunto referencial).

Ejemplos:
a) EnU =R < conjunto referencial
) = x2+85x+7

(2 +1)

La fraccién estd bien definida para todo
nimero real que tome su variable “x”,
excepto -2 y -1, porque de tomar x tales
valores, el denominador tomaria el valor de
cero, para el cual no tiene sentido la fraccion.
Entonces CVA. () =R - {-2,-1}

b) EnU=R
f(x) = x+1
x%t+4

La fraccién estd bien definida para todo
ndmero real “x”, pues x’+4 nunca es cero.
Entonces CVA.(f) =R

Siempre debemos tener
presente que debemos eliminar
valores de la variable que anule
al denominador.

Ahora debemos recordar:

OPERACIONES ENTRE NUMEROS
RACIONALES
Sea {2 , L e Q
b d
1. Adicion
a, c ad + bc
b d bd
199
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2. Multiplicacién
a c_a.c
b.d

b d
para dividir

Ademas, fracciones
podemos emplear la regla practica
que consiste en la division del
producto de extremos entre producto
de medios:

a
rb a.d b
_—"]1=2-% : bed 20
g:' b.c
De manera andloga, se realizan las
operaciones entre fracciones

algebraicas.
Sean las fracciones algebraicas
N, () N,(x)

s f. = =
b ™ o®m

fi(x) =

FRACCIONES ALGEBRAICAS
Adicién y sustraccién

N;{éc)b;(x) £ N,GID,(x) |
D (x) Dz(x) ,

N (x)
{‘— D (X)

N@(x)
D:g(x)

C.V.A(f, +f) =U- {x/D/x)= OvDZ(x)—
0}

Multiplicacién

(x) &Mﬁx)
D 0,6 Dk

NG Nz(f)“
i P

CVA.(f,.f,) =U- {x / D,(xX)=0v D,(x)=0}

Divisién

CVA.(f,+f,)=U-{x/D,(x)=0 v D,(x)=0 v N,(x)=0}

200

Ejemplos:
+1  x-1

L) =222,
x-1 x+1

= G D) + - -1)

(x- D(x+1)
=M;Ver—{l,—1}
x%-1
2 f(x) = x+1}{x-1
=255
_KeDx-1) :xz-lzl
-De+1D x2-q
vxeU-{1-1}
3. f(x)=(’“‘) _[3‘._2)
x-1 x-3
x+l
_ :] (x+1)(x 3)
- x+2 - Dlx+2)
X-3
X3 U 1,3,-2)
x%+x-9

FRACCIONES ALGEBRAICAS REDUCTIBLES
N(x)

f(x) =
D(x)

Una fraccién es reductible si
N(x) » D(x) poseen factores comunes, en otro
caso a la fraccién se le llama irreductible.
Cuando la fraccién es reductible, se procede a la
simplificaciéon de factores comunes considerando
como C.V.A. de la fraccién reducida al C.V.A. de
la fraccién inicial.

Ejemplos:
1. LafraccionenR

o) = 80D 3 cyam=R- (3.5

(x-5)(x-3)"
Puede reducirse a
f(x) = X +2

xX-5

donde su C.V.A. es el mismo que el inicial:
CVA.(D =R - {3,5}
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CAPITULO VH M.C.D., m.c.m., fracciones
1. EnR 5,
£, = a1
x%+2x -5

fx) = x-2 ) X +2

© [x+2) [x—2

= CVA.(f) =R - {2,-2}
x%-4
x?-4

= CVA({ =R-{2,-2}

f(x) =

fx) =1
= CVA(H=R-{2 -2}

CLASIFICACION DE FRACCIONES ALGEBRAICAS
Sea la fraccién algebraica
f(x) = Nx)
D(x)
podemos clasificarla como
a) Fraccién propia
Si el grado del polinomio N(x) es menor
que el grado del polinomio D(x).
b) Fraccién impropia
Si el grado del polinomio N(x) es mayor o
igual que el grado del polinomio D(x).

Ejemplo 1
a) Son fracciones propias :
f(x) = x + 1
x3 42
£Go) = 3x? 4 6x ¢ 1
o) = % T
x5+ 6x + 1
2 +
)= X *3X
x4 5x « 1
f00 = L
x5
b) Son fracciones impropias :
f)= X t2x 4
! x -3

2
£,(x) = X+l
x

2
f) = X 12X 1
x?2+5x+6

También podemos clasificarlas por grupos como
a) Fracciones homogéneas
Un grupo de fracciones algebraicas son
homogéneas si todas poseen igual polinomio
denominador.

f1(x) =
x+1
£,00) = X +2
x+1
%2
fy(x) = , entonces :
X +

f,(x), f,(x), f,(x) son fracciones homogéneas.

b) Fracciones heterogéneas
Dos o mas fracciones algebraicas son
heterogéneas si al menos una de ellas posee
distinto polinomio denominador.

Ejemplos:
[0 = =2
x+3
£(x) = 5x
x+3
f:s(x) = 6
x+1
Entonces

f,(x), £,(x) y f;(x) son fracciones heterogéneas.
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. TEOREMA |

Si el valor numérico de

fOxy) = ax+bxy~cy-+d,

ax +byy < ey + d,
a,#0,b,20,¢,20,d,20

paratodo x e y que pertenecen al conjunto de
valores admisibles de la fraccién es siempre un
valor constante k ; k=0
Entonces se cumple

i A e I R
a b, ¢ 4
Demostracion
ax+bxy+cy+d, "

ayx +byxy + ¢y + d, )
Entonces
ax + bxy + ¢,y+d, = k(a,x+buxy+cy+d,)
ax + by + ¢y + d; = kayx + kbxy + keyy + kd,

T T T T

J

al—kaz—'—lz ; a,+*0
)
b
b=kb, » = -k ;  b,#0
2
c
¢, =ke,= —L -k ; ¢, 70
G
d
d, =kd,=» =L =k ; d,#0
dy
a bhoa 4y
a by, ¢ 4

Ejemplo:
Si la fraccién
fCxy) = (P-2)x + (2P+3q-1y + 3q
8 -4y +7
toma un valor constante distinto de cero para
todos los valores de x e y que pertenecen al

C.V.A, de la fraccién, entonces determinar este
valor.
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Resolucién:
Haremos uso del teorema anterior

f(x,)’) =k N k= 0
Entonces
P-2 _ 2P +3q -1 _3q -k
8 -4 7
De donde resulta que
10 -7
P D e A T —
s 1

Por lo que k = ?

DESCOMPOSICION DE UNA FRACCION EN

FRACCIONES PARCIALES
Hemos visto la adicién de fracciones, por ejemplo
1 . 2 3x

x+1 x—2:(x—2)(x+l)

que es de suma importancia saberla aplicar.
Ahora aprenderemos el proceso inverso, es decir,
expresar una fraccién como la adicién indicada
de fracciones simples.

CASO 1

Para fracciones propias

Sea F(x) una fraccién propia irreductible, de no
ser asi tenemos que reducirla :

_ N(x)
O - o

Ahora debemos
denominador D(x)

factorizar el polinomio

a. Si en su factorizaciéon se observa que
(ax+b) es factor y (ax+b)’ no es factor, por
cada uno de éstos se genera como sumando a la
fraccién:

e ——

A t{A,a,b} cR Aa#
ax + b e

TP
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Ejemplo 1
Descomponer en fracciones parciales a
f) = —X+4
x2+3x+2
Resolucién:
Se observa que es una fraccién propia
irreductible, entonces, factorizando el
denominador (x+1)(x+2)
Donde x + 1 — genera
x+1
X +2 — genera
x+2
Por consiguiente
fGo) = x+d4 A B
x2+3x+2 x+1  x+2
- x+4 A(x+2) + B(x+1)
(e 1)(x+2) Oe+1)(x+2)

Luego tenemos
3x+4=(A+B)x +2A+B

De donde A+ B=3
2A + B =4
Resolviendo A =1 A B =2
Entonces
)= x4 1 . 2
xZ+3x+2 x+1 x+2
Ejemplo 2

Descomponer en fracciones parciales
e 1x+3
)= ————
x+2x°-x-2
Resolucién:
Como es propia e irreductible, factorizamos el

* denominador (x+ D{x-1)(x+2)
: Donde

(x+1) ~ genera
x+1

(x-1) = genera

(x+2) - genera

xX+2

Entonces
2
f(x) = Mﬁ_ = .L+_B_+ C

Alc-1)0r+2) +BOe +1)(x+2) +Clr +1(x-1)

f(x) =
) oD DGxe2)

= 4x% + 11x + 3 = Alx- D(x+2) + Blx+ 1)({x+2)
+ Clx+1)(x-1) ;
Por identidad de polinomios
Si x=1 :18=6B — B=3
x=-1:-4=-2A— A=2
x=-2:-3=3C— C=-1
Finalmente tenemos

x+1 x-1 x+2

f(x) = 2,3 1

b. Por cada factor de la forma (ax+b)" A a=0
tal que (ax+b)"*' no es factor del
denominador, se genera la adicién indicada de
fracciones de la forma

N ax+b (ax+b)2 (ax +b,)3 R (ax + b)nj

Ejemplo:
Expresar la fraccién algebraica en la suma de
fracciones parciales.
3_ 02 _
f(x) = 2x°-9x“+ 10x -9
(x-1D(x+2)

Observamos que en el denominador {x-1)® es
factor, y (x-1)* no lo es, entonces, (x-1)* genera

A . B R C
x-1 @-1* (x-1p°

Ademads (x+2) también es factor

(x+2) = genera
x+2
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Luego tenemos
_ 2% -9x?+10x -9

. f(x)
(x-1)(x+2)
= A + B + C +L
x-1 (x-1P® (x-1® x+2

- Alc-1)2(x+2)+B(x-1) (x +2) + C(x+2) +D(x-1)3

(x-1)°(x+2)

De donde debemos encontrar los valores de A, B,
C, D, ademds los polinomios en los numeradores
deben ser idénticos
2x°- 9% +10x-9 = Alx-1)*(x+2) + Blx-1)(x+2)

+ Clx+2)+D(x-1)?
Por lo tanto
Asignando valores convenientes a x

=1 =-2=C
x=-2—3=D
x=0 —=-9=A(2) +B(-2) +C(Q) + D(-1)
=B A=1

x=-1=-30=4A-2B-26 = B-2A=2

Dedonde A=-1 A B=0
ey = L 2,3
x-1 G-1P x+2

C. A cada factor de la forma
(ax*+bx+c)" ; a’+bx+c imeductible A a0 A
(ax*+bx+¢)™' no es factor; se genera la adicién
indicada de fracciones de la forma

-

ax’+bxrc  (ax?shiksc)  (ax?sbxac)
‘,'”;*' o . &X*‘ﬁ

Ejemplo 1
Descomponer en
fracciones parciales.

x%+4x2+ 3x + 2

la adicién indicada de

f(x) =
(x2+2x+2)?
Donde
O +2x + 2)°
Ax +B Cx+D
genera
x242x+2  (xZ+2x+2)?
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Entonces

f(x) = Ax +B

x2+2x+2

Cx+D
(x?+2x+2)0
) = (Ax +B)(x%2+2x+2)+Cx +D

(x%+2x +2)?

Entonces los polinomios numeradores deben ser
idénticos:

P44+ 35+ 2=Ar + A+ B)® + @A+ 2B + C)x + 2B+ D
T — e

De donde A=1, B=2, C=-3, D=-2
Por lo que puede expresarse

x+2 3x +2
f(x) = -
x2+2x+2  (x%+2x¢+2)2
Ejemplo 2
Descomponer en la adicién indicada de

fracciones parciales
2x?+8x -8

f(x) =
(c+2)(x2 + 4)

Donde x + 2 — genera
X +2
x* + 4> genera Bx. C
x2+4
Entonces
f(x) = A . Bx +C

X +2 x%+4
f(x) = (ArBx?+ (2B+C)x + 2C + 4A

O+ 2)(x?+4)

Entonces los polinomios numeradores deben ser
idénticos.
2% +8x -8 = (A +B)?+ (2B+CO)x + 2C + 4A

De donde 2=A+B
8=2B+C
-8=2C+4A

obteniendo A=-2, B=4,C=0
Por lo que puede expresarse

-2
fx) = —=— +
( X +2

4x
x%+4
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CAPITULO VI

M.C.D., m.c.m,, fracciones

Ejemplo 3
Descomponer en la adicién indicada de
fracciones parciales
3
fo) = X2 23%°
(x® + x)?

Recordar que la fraccién debe ser irreductible, de
lo contrario, hay que reducir.
Reduciendo tenemos

fx) = x3-3x
(2 + 1)
Donde (x*+ 1) genera: Ax+B | Cx+D
x2+1 (x4 1)?
Luego:
fo)= X228 _Ax+B  Cx+D
2+ 1) xZ+1 xZ+1)?
(o) = Bx B2+ 1)+ Cx+D
(X2 N 1)2

Como los polinomios numeradores son idénticos
entonces

X-3x=(Ax+B)(+1)+Cx+D
De donde se obtiene

A=1,B=0,C=-4D=0
Porlotanto f(x) = _ X X
G2+ x%41
d. De obtener factores en el denominador

de la forma: (ax’+bx’+cx+d)"
axr*+bx?+cx+d es no reductible, se genera

A +BYYC . Dx?+ExoF | }
ax+bxlrexsd (ax +bx2fcx+d)2

(&3‘bx2 s ox Pd)"

L

CAso

Para fracciones impropias

Sea F(x) una fraccién impropia, F(x) = N(x)
D(x)

en este caso debemos efectuar la divisién

- N&)
FCo) = ) glx) + e

{
fraccion pi propia ?

RO

En el segundo miembro tenemos una fraccién
propia que debemos transformarla en la adicién
indicada de fracciones parciales.

Ejemplo

Descomponer en la adicién de fracciones
parciales.

f(x) = L
(- D2+ 1)

Resolucion:

Observamos que la fraccién es impropia,
entonces debemos efectuar la divisién pues el
grado del numerador es mayor que grado del
denominador.

4 4
f(x) = x*-3 _ x' 3
-DG2+ 1D x¥-x%ix-1
Ex+l——2
x3-x%+x-1
N

fraccién propia

x1s (4D DEE+D

Descomponiendo la fraccién propia irreductible:

-2 ) -2 A Bx-C
XP-xtex-1 e-1x%1) RN

-2 _AXZ D)+ (x - D(Bx - 0)
(x-D&*+1) (- D2+ 1)

—=-2=A0C*+ 1)+ (x- D(Bx+C)

Asignando valores convenientes a “x”:
x=1;-2=2A -A=-1
x=0;-2=A-C—=C=1

x=-1;-2=2A-2(-B+C) = B=1
Entonces
-2 .-l x+1
xPextix-1 x-1 x%241
La fraccién impropia
4_
’f(_x)=_x_.3____=x4]- ! +X+]
(c-Dx?+1) x-1  x241
205
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Problemas Resueltos

Prohlemal

Hallar el M.C.D. de los polinomios

Q(a,b) = ab(ab+a+b+2) +a+ b+ 1
R(a,b) = abla(a+1)+b(a+1)+1} + a’+a+b
S(a,b) = [a’b-a+ a’-b+ab’*-b*l(a+1)
Resolucion:

Factorizando cada uno de los polinomios

Q(a,b) =ab(ab+a+b+2)+a+b+1

7 7

=(ab)*+ab(a+b)+2ab+a+b+1

Agrupando como se indica
Qlab)=(ab+ 1)+ (a+b)ab+ 1)
= (ab + l)@+l+g+b)
= (ab+D{(b+1Da + (b+1)}
= Q(a,b) = (ab+ )b+ D(a+1)

Efectuando

R(a)b) =ablaa+ 1) +bla+ 1D +1]1+a’+a+b

R(ab) = a’b(a+1) + ab*(a+ 1)+ §Q+g_f+ a+b
R(a,b) = (a+1) [a’b + ab® + a+b]
R(a,b) = (a+1)(a+b)(ab+1)
Andlogamente factorizamos S(a,b)
S(a,b) = (a+b)(b+1)(a-1)(a+1)
Observando los tres polinomios, su M.C.D. es
(a+1)

Problema 2

Senalar el
problema (1)

m.c.n. de los polinomios del

Resolucion:
Observando los polinomios, el m.c.m. es
(ab+1)(b+D(a+(a+b)(a-1)

206

Prohlema 3

Siel M.C.D. de los polinomios

Alx) =X +4%+ ax+b  a
B(X)=x*4+cx+d es  (x-D(x+3)
Halle su m.c.m.

Resolucion:

Por definicién el M.C.D. es un factor de los
polinomios, luego por Horner

A(x) + M.CD. y B(x) + M.C.D.

1{1 4fa b 1|1 0ic d
-2 -2§ 3 -2 -2i34 -6
3 4 6 3

1 2i0 0 1 20 0

= Al) = - DE+3)(x+2) 2
B(x) = (x- Dlc+3)(x-2)
S MC Mg = (- De+3) (x+2)(x-2)

Probhlema 4
Sean los polinomios
P(x) =x" + mx - 9*+n y otro Q(x) cuyo
M.CD.(P,Q es xX*-5x +6
Calcular ™

n
Resolucién:
Como el M.C.D. es un factor comiin a P(x) y Q(x)
= P(x) + ( - 5x + 6) es exacta, esto implica
que:

P(2)=0 » P(3)=0

Luego
P2)=2'"+2m-9.2°+n=0
=2m+n=20..... (a)
P(3)=3"+3m-9.3%+n=0
=3m+n=0..... ()]
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CAPITULO VI

M.C.D., m.c.m., fracciones

De{(a)y(p) m=-20, n=60

Problema 3

Se sabe que el producto de multiplicar el M.C.D.
y m.c.m. de dos polinomios en x es -y
ademads, la suma de dichos polinomios es
(*+x?-1). Hallar el residuo de dividir el m.c.m.
de aquellos polinomios entre x* + 2

Resolucién:

Sean los polinomios P(x) y Q(x)

Por propiedad

P(x). Q) = M.C.D.(P,Q) . m.c.m. (P,Q)

=P). Q) =x"-x* ....... ..., ()
Dato PO) + Qi) =x+x-1 ........... ®
De () y (B)

PO). QXY =X (- 1)

P)=x" , Q)=x-1

como P(x) y Q(x) son primos
Entonces m.c.m. (P,Q) = (- 1)
Para hallar el resto de m.c.m.
P.Q) + (X*+2)
Por leorema delresto  x’+2=0—x" = -2
Reemplazando tenemos:
R(x) = -2x(-2- 1) = 6x
~ R(x) = 6x

Pebiemat

JZuantos factores racionales irreductibles admite
€ cociente que se obliene de dividir el m.c.m.
entre el M.C.D. de los polinomios?

M) = O+ D+ Y 12+ G- DY

May) = (xy + 1)° - (xy - 1)

Resolucién:
Haciendo un cambio de variable
xy+1 =m A xy~-1=n
M(m,n) = m' + m’n? + n*
= (m*+mn+n?){(m?*- mn+n?)
N(m,n) = m®-n®
= (m*-n?)(m*+m’n’*+n’)

= (m+n)(m-n)(m’+mn+n?)(m’-mn+n?)

Luego: M.C.D.(M\N) = m*' + m’r? + n’
m.cm.(MN) = (m*-r’)(m*+m’n’ + n')

De donde:
m.c.m. (M,N) _

2 2:
mMco. Ny ! (m+n)(m n)

Reemplazando m y n se tiene
m.c.m. {x,y)
M.C.D.(x,y)

= 4xy

Por lo tanto tendrd 2 factores primos.

= (y+1+xy-Dlxy+1 xy+1)
1]

Problema?l

({Cuél serd aquel polinomio que con

P(x) = (¥*-9)’(x+2) tenga como M.C.D

X2 +5x+6; ademés: ym.cm. =x'- 13x°+36 7
Resolucién:

Sea Q(x) el polinomio, sabemos que

P(x). Q) = M.C.D.(P,Q) . m.c.m.(P.Q)
M.C.D. (P,Q). m.c.m. (P,Q)

= Q) = L
Por dato
QG = &2 o B - 13x2 + 36)°
x2-9%x+2)
= Q) = (x+2)(x+3)(x 2-9)*(x *-4)°

(x2-9)*(x+2)

o QM) = e+ - 4
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Lumbreras Editores Algebra
Problema 8 Resolucién:
Hallar el valor numérico del M.C.D. de los Factorizando el numerador
polinomios X+ + x5 -x+2
6 4 P ,
F(x) = x +2x5j-x +x+ 1 . PxS e xt el o+ x4l
PO)=2x"+7 + 9 + Tx + 2 Feren s
A

Para x = \/§+l

Resolucién:

Factorizando los polinomios

FX) = X"+ +xX+x' +x+1
=x(C+x¥+ D+ +x+ 1)
= +x"+ Dx+ 1

Pero X’+x*+1 = (F+ x +1DGE- x+1)

=FW) =+ D¢ +x+DEP-x+1)

Anélogamente factorizamos P(x)

Px) =2¢* + 7+ 9% + Tx + 2 SDT: 9x®
x? T x%l ST: 4

2 X@ 2 Falta: 5x*

I

PO) =02 +x+ D23 +5x+2)
2x 1

X 2

P(xX) = (2x + D+ +x+1)

Dedonde M.CD.(FP) =X+ x + 1
= MCD.(FP) 5.y = (V2Z+1P+y2+1+ 1

=3+2y2 +/2 +2
=5+ 32
- MCD.(FP) 7., =5+ 32
Prohlema 9
Simplificar
Ho) = xFaxtaxdox 2

w

x3ex3ex?-2x42
y dar la suma del numerador y el denominador.

208

P+ x+ D+ D+ -x+ 1

= (-x+ 1D +x+2)

Factorizando el denominador
X+ =242 = gt + P - Q) +ad+ 2
x 2
2 -1
= x(O24+2)03- 1) +x2+2

=P -x+DE+2)

Reemplazando
_ O -x+ DEex+2)  xPex 2
H(x)= = :
2+ D3 -x+1) xt+2

Sumando numerador y denominador se tiene
CHx+2)+ 02 +2)=2%+x+4

Problema 10
Simplificar

a-3ab+2b?|| a’+3ab+2b?
a+b-ab-b?j| a+ab-b-b?

a’-4b?

(1 -b)

Resolucioén :
Factorizando
[(a—b)(a—Zb) )( (a-b)(a+2b) )]_ (a-2b)(a-2b)

(a~b)-b(a+b)j{a(l+b)-b(1+b)) | (]-b)?

(a~b)(af2b)(a+b)(a*2b)} . (a+2b)(a-2b)

(a+b)(1-b)(1-b)(a-b) (1-b)?
_ (a=%b)avib) (b
GD)(1+b)  (a-207(a 267
_ I-b
I+b
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CAPITULO VII

M.C.D., m.c.m,, fracciones

Probiema 1 Problema 12
Si Reducir
x+l x-1 - 4xy
A- x-1  x+1 [ x2al ) 2x 4x? +2xy +y?
xil Jx1 2a%+2b a’+b 8x3+y3 1- 2y
x-1 x+1 PRENNE 2 +y
B - x -1
G+ 2) x4+2 Resolucién
x+2) -
X2 4x%+ 2xy +y? - dxy 4x2 - 2xy +y?
Xl e’ 20y 4y’ ax’ + 2y +y°
Hallar A + B 3"3*Y3(2x*y‘2y) sz*YS(ZX"Y)
Resolucién: 8x?-y?\ 2xry 8x®-y?\ 2x -y
Efectuando
Gl e 1)? ) @ y)@x?-2xy+yH) 8t ryS
T (x;zl (e-1)? ol _ @ ey ey 8t -yl
x+1)°+ (x-1

8X.3 +y3

20’ by als ; - =
EERE=

8X3’y3

Usando las identidades de Legendre Problema 13
4x x2+1 1 A=l Reducir
2 1) 22x) 2 2 (-b)x-c)  (x-a)x-c) (x -b)(x-a)
(a-b)a-c) (b-a)b-c) (c-b)c-a)
B - x -1
e x2+2 Resolucién:
N (b-c)(x-b)(x-c) +(c-a)(x-a)(x-c) - (a-b)(x-b)(x-a)
- X2 (@a-b)a-c)(b )
| x+1
"""""""" efectuando en el numerador
) x X2 . xPexoxe2  x%e2 (b-c)lxc- (b+c)x+be] +(c-a)[x® -(a+c)x+ac]
x+1 x+1 x+1 +(a-b)[x>- (a+b)x+ab]
Luego agrupando ¥, x, e independientes
B- XL ;"1 -
x“+2 X+ti-X~- 2
x+9 x“(H -¢d+¢-d+d-y)-x[(b-c c)+
-4 <o
x+1

(ca)a+0) + (a-b)ab)] + be(b-c) +

A+B=l+x~1 :x~l
2 ac(c-a) + abla b)
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ol £ A e

+ ac’ - a’c + a’b - ab’
= be(b-c¢) - a(b*-c*) + a’(b-¢)
= (b-c)(be - ab - ac + a%)
= (b-c)(a-b)(a-c)
Reemplazando el numerador se tiene
(- -bla=d _
(a—b)Ga - )b - ©)

Preblema 3
Si la fraccién
(a-x +(2a-5b +3)y + (5b - 2)
3x-5y+3

adopta un valor constante para cualquier valor de
x e y. Hallar el valor de la constante.

Resolucion:
Si es independiente de las variables se cumplird

a-3 _2a-5b+3 _
3 -5 3

T____®_____T

De (1)
a-3=5-2= a=5b+1 ... (a)
De (2)
3(2a-5b + 3) = -5(5b - 2)
6a - 15b + 9 =-25b + 10
10b+6a=1 . . ®
De () y (B)
10b+6a=a-5b
= 15b +5a=0
~ a=-3b
en (1)
3b=5b+1=b=-1
8
210

Algebra
Entonces
5[-1) o2
K = 8 .8
3 3
k=- L
8
Prohlsma 15
La fraccién —-7—)5—1—
1 -5xr6x?

se obtuvo sumando las fracciones:
A B
1-3x  1-2x

calcular los valores de A y B respectivamente.
Resolucién:
x -1 A B

]-5x+6x2 1-3x 1-2x

_ A(l -2x) +B0 -3x)
(1 -390 -2%)

=7x-1 = A0 - 2x) + B(l - %)
Ix-1 =(-2A-3Bx+A+B

De donde

(@) -2(B): B=-5
en (f) A-5=-1 =
~A=4 y
Problema 16
Descomponer en fracciones parciales
—
(x - Dx +2)?
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CAPITULO ViI

M.C.D., m.c.m,, fracciones

Resolucion:
La fraccidn serd posible escribir como
9 . A, B, _C
e-Dx+2)?  x-1  x+2  (x+2)?

Buscando A, B, C

9 . Al +2)2+B(x +2)x-1) + Clx-1)

(x - D(x+2)? (- 1D(x +2)?

9 = xX’(A+B) + x(4A+B+C) + 4A-2B-C
de donde

A+B=0 ............... n
A+B+C=0 .......... )
4A-2B-C=9 .......... 3)
@2)+@3) 8A-B=9 ..., (a)

@+ 8-B=9 = A=1
8-B=9 = B=-1
4-14+C=0 = C=-3

en (o)

en (2)

luego
9

13
(- 1D(x+2)*

X +2  (x+2)?

1

Prohlema 11
Descomponer en fracciones parciales
23 ex?+2x -1
x*-1
Resolucién:
La fraccién se descompondra asi
2%x%2x-1 A B Cx+D
Oc-DOe+rDx2+1)  x-1 x+1 x2+1
28+ +2x- 1 = A+ 1D+ 1) +B0e- DEE+1)
+(Cx+D)(x+1){(x-1)

Por identidad

Si x=1 = 2+1+2-1=A(2)(2)+ 0+0
= A=1

Si x=-1=-2+1-2-1=0+B(-2)(2)+0
=B=1

Si X =-

= 2x(-1)-1+2x-1 = 0+0+(Cx+D)((-D-1)

-2 =-2¢x-2d

Luego ¢=0,d=1

2%+ x2e2x-1 1 1 1

S ————— e et

O-DE+DE21) x-1 x+1 x24

Probiema 18
Descomponer en fracciones parciales
f(x) = 10x* - 4x3 + 15x2 - 24x - 46
10x3 - 4x2+ 25¢ - 10

Resolucion:

Como la fraccidn es impropia, descomponiendo
se tendrd

10x*-4x3+25x% - 10x
10x%-4x%425x - 10

10x? + 14x + 46
10x%-4x2+25x-10

P T0x?s14x 46
{ 10x%-4x2+25x - 10 ]

Fraccién Propia

Pero 10x*-4x*+25x-10 = (22 +5)(5x-2)
10x2+14x+46 A , Bx+C
10x°%-4x2+325x-10 5x-2  2x245

luego
102 +14x +46 = A(2x*+5) +(5x-2)(Bx+C)
= (2A+5B)x* + (5C-2B)x + 5A-2C

Por lo tanto 2A + 5B =
5C-2B =
5A-2C =46

Dedonde A=10 , B=-2 , C=2

10x?+14x+46 10 L 2x+2
10x3-4x2+25x-10 5x-2 2x2+5
o f(x) =x- 10 + 2x-2
5x-2 2x2%45
211
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Problema 19
Descomponer en fracciones parciales
3 _
g(x) = x®+2x -1
(x-DEx?+2x+2)
Resolucién:

Por ser una fracciéon impropia se tendra
o ox?-2x-1

x3+x2-2

321 x3ex?-2

x3+x%-2

x3+x%-2

=1- ol
x3ex2-2
Luego
x*-2x-1 __A
x3ex?-2 x-1
De donde
$2-2x-1 = AP +2x+2) + (x- D(Bx+C)
= x*-2x-1= (A+B)xX*+(2A+C-B)x+2A-C
Por lo tanto

Bx + C

x242x+2

A+B=1
2A+C-B=-2
2A-C=-1
Entonces A:4—2— , B:z , C:l
5 5 5
Ademas
x3+2x -1

D02 20e2)

'g(x)=1+3 1 1 Tx +1
5ix-1 S x2+92x+2

Problema 20
Simplificar la fraccién

(x+2a)2(x+2a] -9
fx) = x+a X+a  x+-a

x+2a_2

X +a

212

Algebra
Resolucioén:
. X +2a
Haciendo =
X+a
se tendra

yi-y-2 _ @-2@+D)
y-2 o-2)

y+

reponiendo y
i) = x+2a 1 _Xr2a+x+a _2x+3a

x+a X +a xX+a
Prolilema 21
Simplificar
x2 oy
4 4
f(X,Y)=—-L-f+f ;o xy =+ 0
2 +yz) Cxly?
x%y?
Resolucion:
Efectuando
P
x4y4 B (x"‘AyG)xzyz

Xt x2y? .y h Xy Hetexly? + y)
x2y2

(x2 - y2)(xtsxly2eyt)xty? . x?-y?

(x2y2)? (xtrx?y?+yt) x?y?
22
fcy) = 2 2)2)
X%y
Problema 22

Simplificar y expresarlo en fracciones parciales
(x-1)%(2x+3) -(x2-3x+2)(x-1)

fix) = ;o xy#0
(-
Resolucion:
Efectuando
f(x) (- D2(2x+3)- (x- 1D*(x-2) _x- 1)(x+5)
(-1 (x-1*

_ x+5 B x-1 . 6
x-1D* (-1 (x-1)

e L.
x-1 ()(71)2
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CAPITULO VII M.C.D., m.c.m., fracciones

Preblema 23 Luego
Luego de simplificar Numerador
5, .4 2 .
() - 27 ex"+7x*-3 1 -8 19:-12
xt+3x-2 :
sefiale la suma de los términos lineales del =1 l -1 7 12

numerador y del denominador. 1 -7 12 o

Resolucién:
Factorizando el denominador: x >T<: -3
x -4
x*4+3x-2 = x4 0x3+0x2+3x-2
2
X XL 2 Denominador
2 N[ AN .
* =) 1 1 -9 23 i-15
._x :
=1{| 1 -8 15
= (- x+2)(C+x-1)
Factorizando el numerador 1 -8 15 L0
2x%+x"+7x2-3 = x*-3
+x-1)2x% 2 +3x+3) x -4
Luego
fx) = (c2+x-12%° - x2+3x+3) Luego la fraccién es
(- x+2)(x?%+
/\'/r)/ W}(x ) 4) : . 4
% xZi3x+3 (- D&E=3)x-5) x-5
2_
XX 2 Sumando numerador y denominador se tendra
. Suma de términos lineales 3x -x = 2x (x-4)+(x-5) = 2x-9
Prsblema 24 Problema 25
S s Hallar la suma
Simplificar la fraccién ; i )
3_ 2 2 S- + + .
X X +.19x n-4 x¥+x x2+3x+2 x2+5x+6
x3-(n+Dx?+23x-n-7 |
sabiendo que es reductible y dar como respuesta ot x2+(2k- Dx+K2- k
Ia suma del numerador y denominador.
Resolucién:

Resolucién:
La expresion es equivalente a
1 1 1
S= + + +
x(x+1) G+ Dx+2) (x+2)(x+3)
1
x+k- Dx+k)

Se deben factorizar el numerador y el
denominador por divisores binémicos; los
posibles ceros racionales son los divisores de n+4
* n+7; asi, six toma el valor de 1 se tiene
N:1-n+19-n-4=0 =n=8§
D:1-n-1423-n-7=0=n=28
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=L— + Y. + 1/ __1 + .-
x ¥+l 1 2 2 3
o+ ! -

X -1 x+k

K -x  k

1 1

- S T e — =
x x+k  x(x+k) x(x+k)
- x(x +k)
Prohlema 26

. Qué valor toma n_2 para que f(x) = M
mq nx - q

sea igual a la unidad, ademds x toma un solo
valor.
Resolucidn:
Como f(x)=1 = mx’+q=nx-q

= mx’*-nx+2q =0
Si x adopta un solo valor, mx’-nx+2q es un
trinomio cuadrado perfecto

=n’-4m(2q) =0

Problema 27
Sean los polinomios

P(x) = (x+3)(?*+(a-2)x-2a)

Q) = (x-2)(2+(b+3)x+3b),
donde el término independiente del m.c.m. de
éstos es 120. Ademads, el coeficiente del
término cibico de efectuar P(x).Q(x)+(M.C.D.)
es 2.

Calcular: -]- +
a

T |

Resolucién:
Vemos que
P(x) = (x+3)(x+a)(x-2)
Q) = (x-2)(x+3)(x+b)
214

I 8i a=b=mecm = (x+3)(x-2)(x+a)
II. Si a*b=m.c.m. = (x+3)(x-2)(x+a)(x+b)

Del dato, el término ctibico del m.c.m. = 2
hace que (I) sea imposible
= m.c.m. = (x+3)(x-2)(x+a)(x+b)

a) Como el término independiente del m.c.m. es
conocido, entonces 3.(-2)(a)(b)=120

=ab=-20 .0 (o)
b) Término ctibico
(3-2+a+b)x® = (a+b+1)x*

=atb+l=2=a+b=1........... ®
1 1 _a-+b 1
De (o) y (B) —t—= =
@y @ a b ab 20
LI S
a b 20
Prohlema 28

Dados los polinomios
A(x) = X*-2x*+ax+b
B(x) = ¥+mx*+px+q
Senalar el producto de los factores no comunes
siendo:
m.c.m.(A,B) = ax"+
M.C.D.(A,B) = (x-1)(x+3)
Resolucién:
Del M.C.D.
Alx) = (- Dx+3)(x+r1)
B(x) = (x- D(x+3)(x+s)
EnA: -1434r=-2=r=-4
=A() = - 1Dx+3)(x-4)
B(x) = (x-1)(x+3)(x+s)
Ademés
m.c.m. (AB) = (x- D(x+3)(x-4)(x+s)
Pordato (-1)(+3)(-4).s =-24
= §=-2
Luego los factores no comunes son
x-4 A x-2
cuyo producto es  x*-6x+8
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Problemas Propuestos

1. HallarelM.C.D. de los siguientes polinomios 6.  Silos polinomios
P)=2x"- ¥ -3 +3x-9 P(xX) =6x"+ 47 + 57 + mx +n
Q) =10x* - 9x* + 17x - 6 R(x) = 2mx¢® + 2nx* + px - q
Dar como respuesta la suma de los admiten como M.C.D. a 2x°* + 2x + 1
coeficientes. Hallar un divisor de R(x)
A)5 B) 4 B) 3 A +2x -1 B)x-3
D)2 E) 1 Q22 +x+1
D)3x-1 E)2x + 1
2,  Determinar el namero de factores primos
del m.c.m. de los polinomios: 7.  Hallar el M.C.D. de los polinomios
— 4 3 4
PO) = XX+ - 1 A Q) =x° - 1 POry) =x' +xy" +xy +y
Qlxy) =3¢ + 5% +xy* - ¥
A1 B) 2 03 R(x,y) = x* + 3% + 35 +x°
D)4 E)5 Ax+y B)x-y Ox-y
D) (x+y) E) (x-y)’
3. Determinar el grado del m.c.m. de los
polinomios: , 8. Si el cociente del m.c.m. y M.C.D. de dos
Alx) =x* - 15x + 36 polinomios enx es ( + 1)* - 4¢%, ademas
B(x) =x* -9 el producto de ellos es (°+1)* - 4x%
C(x) = x* + 6x° - 63x + 108 Entonces el M.C.D. es:
A2 B)3 )4 A) (x-DEE+D)
D)5 E)6 B) (x+ D +x+1)
C) (-1 +x+1)
4. Hallarla suma de los coeficientes del M.C.D D) (x+1DGA-1)
. de los polinomios: B +x+ DE-x+1)
P =x+x>+x+1
Q() =x*+3x" +5x +3 9.  Simplificar
) ) ) 16a‘+28a°-11a+36 _4a’-8a’-26a-18
A)O B)2 C)4
8a%+12a+18 4a%+6a+9
D) 6 E)8 anicar aha
, omi A)0 B) 1 C)2a+ L
5. Siel M.C.D. de los polinomios EY
M(x,y) = 48x" 2y™*'z"
N(xy) = 36x"y" D) 2a’ E) L

3]

P(x,y) = 72x" 'y™!
es 12x%*, entonces m’-n’ es
10. Apartirde
A) 0 B)2 0 3 2xy  ylx-y)+n _ x-y
D) -4 E) 5 x-y  x+y 7
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determinar el equivalente de

X, X
y x
Ani-1 B) 2n - 1 C) 2 1+n
2n+1 1-n
D)6 E)2

11. Simplificar la siguiente fraccién

2(n+1) {8(n+2)°-[(2n+4)*-1]+1} +4n+8
[2n+3)® + 1] - [(2n+3)° - 1]?

A) 2n B) 2n+3 C) 3n
D) (2n+3)? E)1

12. Silafraccién
mx? - (m+7x?+ (m+8)x - (m+1)
mx3 - (m+9)x? + (m+16)x - (M +7)
admite simplificacién, icual es el

denominador que se obtiene si se efectiia
dicha simplificacién?

A) 2x+1
D) 2x-3

B) 2x-1 C) 2x+3

E) 2x+5
13. Hallar la expresién més simple de la
fraccién, si x=1 A neN

x P42 1a3xm2h ~(n-2)x3+(n-1x?nx+n+1

x"2 - (n+2)x +n+1

A) (x+1)?
D) (x+n)?

B) (x-1) 2 C) (x-n) ?

E) (x+n+1) 2

14. Al reducir la expresion

x+1 _ x-1 L2
xolomet et sz-]—z

X1t x+1+ X

x+1 x-1

se obtiene

Al B)x +x + 1

QX -x+1

D)x'+x+ 1 E)x'-xX+1
216

15.

16.

17.

18.

Sabiendo que la fraccién
(ax + by)?
p&x? + 2mxy + mYy?

toma un valor constante k
k = 0, para todo valorde x,y ; xy = 0
Hallar

2,12, 02 2
a‘+b*+ + s
2 b P *M o términos de k.
a?+b%-p?-m?

k+1 B) k?+1
k-1 k?-1
D) k-1

A) C) k+1
E)K -1

4x2-2x+3
x?-x-1

Si la fraccioén , se transforma

C
2x + 1
donde A, B, C son constantes reales.

+

en otra equivalente a A + "
X -

Calcular (—g- +B+ C)

A)-1 B) 1 C) 3
D) 1 E) 3

3 3
Simplificar

ax(ax+1)(ax+2)(ax+3) r1
(1+ax)(1+2ax)(1+3ax) +a'x*

A)ax+l B) a+x o xX+a

ax +2 a*r2x X +2a
D)1 B2

X

Reducir

(x+42-4 4 - 25x?

@x+2)?-x2  x%-(4x+2)
A1l B)2 )3
D)4 E)5
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CAPITULO Vi M.C.D., m.c.m., fracciones

19. Efectuar 24. Simplificar cada una de las fracciones:
x+a+2 x-a+2  x+a-2 _\3
+ + X-y 1
2a a(a-2) 2(2 - a) (;T)j)
Lfoy)=2—2r——;x+y = 0ay=0
A)O B) 1 0)2 Xy 4
D)3 E)4 x+y
20. Reducir X2 |
- +
1 + 2 + 4 - 8 11 f(X):———‘———x ! ;Xf{o.__l A
l+a 1+a? 1+a* 1-a° 1 7L7l o
x2-1 | x-1
1 i
A) — B o)1
)a—l )a+1 ) x+1 x-a
D) ] E) ! O () = ——3 X3 . y.4a
a’-1 a?+1 xtial x! a
x2_a? xlsa?
21. Efectuar
4 X X +x‘2y
=l 2 2
X2 X XS*S v f(xy)= X A4y X . x¢t2y
1 T gyt X0
e
x%-2x X x-2y
A) 1+x B) 1-x o1 1
D) 1+ E) 1-x* V. (%) = x—ll x+1 Cxex1
. X+
22. Reducir o1 1
T . x? P - -—
X - y -— = x'-1 xc+1
y z x
x+1 2x xz=x1
xfl y__]__. z _1_ Vlf(x): ;X:O
yz Xz Xy i X
x-1 x+1
A +y+ 7 B) (x+y+z)°
C) xyz - .
xtaytsz 25. Expresar las siguientes fracciones en la
D) Tovez E)O suma de fracciones parciales:
23. Hallar el equivalente de L () = x?-x
M = ab+a+rn be+b+n ac+c+n G+ Dx2+1)
b+1 c+1 a+l 2,
si se verifica que L. f(x):M
a ., b L, _C . aip+c (xx L 1,
a+l b+l c+l n L f(x) = 1
’ 3
4x
A)n B) 2n Q) 3n x4+
D)2 E) 6n V. i) = X!
3 x3+8
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26.

27.

28.

218

V. f(x):_.&
x3-x?-o2x
2
VL f(x):_w_
x3+4x?+ 3x
=2
VIL f(x) =223
X" -X
VILf() = —— S
4x3 4+ 8x% + 3x
3+ .2
IX. f(x):u__i_l
4x% - x

Sabiendo que A, B, C y D son los
numeradores de las fracciones parciales en
que puede ser descompuesta la siguiente
fracciéon

3,2 _
ix___x_3_)i_2' Hallar : A+B+C+D
x2(x + 1)?
A) 2 B) -5 o1
D) -1 E) O
Si se cumple que
2,2 2_ 2 2 .2
a:x, Y opYE i X
2 oy? y2iz? 22,52
Ademas
4 4 4,4 4 4
xt+y ytezt o xTez 4,
(XZ +),2)2 (yz +:‘2)2 (X2 +;,2)2
Calcular a’ + b* + ¢?
A)3 B)5 )7
D)9 E) 12

Luego de descomponer
5

c+1)P-x5-1

en fracciones parciales, dar la suma de sus
numeradores.

A3
D)0

B) 2 01

E)-1

29.

30.

31.

32.

Sea D(x) el minimo comun mltiplo de los

polinomios M(x) y L(x).

Si AG) - MO LG
D(x)

dividir A(x) entre (x-3n), sabiendo que

M) = x*-nx® - 7n®+nx+6n'

L0 = X +4nd +n’x-6n°

Hallar el resto de

A) O
D) ion’

B) 6n’ C)- 6’

E) 12n°

Si (ab)*+(bc)*+(ac)*=(abc)®

Simplificar

L+L{+] L‘q-_l_+] Lf—]—.+l

a? b? +b2 c? *CZ a?
2c?-1 2a? | 2b% -1

A0 B)1 C) a+b*+c?
2,12, 62

pya_ b ¢ *bz < E) abc

Al simplificar

n’il n’-2nd:2n-1
n*-2n*+3n?-2n+1 n®+1 Y
se obtiene :

A)n’+2 B) 2n? Q) n’+3
D)2 E)2n’+1
1
Si X=m+ ;
1
1+
1
m +
1. L
1
:]¢ ,
Y 1
n+
14 1
1
n+—

Hallar el equivalente de

xPix+l yioy+l

yy- 1D

R = ; cuando m-+n

x + 1
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CAPITULO VII

M.C.D., m.c.m,, fracciones

A) m+n B) m-n C)m-n-2
D) m-n-1 E)O

33. Determinar el valor de k para el cual la
fraccién

fry) - @ 2x" (@ Dxy ~ (22 1y
4x? - (a+2)xy + (3a - 14)y*
toma siempre un valor constante k.

A) B) C)

& lon
o | o

D) E) 1

G W

34. Sabiendo que el M.C.D. de los polinomios
Alx)=2x-xX*+3x+m
B)=x+x*+n es xX-x+2

1 1

Hallar — + —
m n
n 2 B)2 03
4
D) 2 g 10
2 3
35. Simplificar :
E- P
P+1- P
P+1- P
P+1- P
"P" veces
P+1_ P _ P+l _
)P P B)P | C)P 1
pP-1.1 P+l P-2
P_ P
D)P 3 E)P +3
P+4 P-4

3% Descomponer en una adicién de fracciones
parciales e indicar una de ellas

8 - 15x + 4x?
-3x2+ 44 x3

A 4 B) —3_ ¢ 2
x+1 (x - 2)? x-2
D) 2 ) _3
x-2 x+ 1

37. Simplificar
(1 +ab)(1 +ac) . (1 +ab)(1 -be) . (1t +ac)(1 +bc)

(b-a)(a-c) (b-a)(c-b) (c-a)b-c)
A)2 B)3 C)4
D)5 E)1
38. Simplificar
E =a’?- n®- |
l'13ﬁ rl2*1
3
1+ n’ -1
n'-1
n-
n- —
n
si
Lo(1.1). 2 [1@)1
(a+b)*{ a? b?) (a+b)*la b
A) n® B) I-n’ COn?’
D)1-n° E)I'n

39. Hallar el valor de “a” para que la suma de
los factores primos del m.c.m. sea el doble
de M.C.D. (A,B) aumentado en 1, siendo:

Al) = P+(d+a)x+4a
B(x) = xX*+8x+16

A) 4 B)-2 Q)5
D)-1 E) 3
40. Determinar el equivalente reducido de A,
siendo
aoXryrz x-yez xty-z
yz yi-yz  z%-z
Al B) 2 C) 3
D)0 E) -1
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CAPITULO

IX

Radicacion

Jean Le Rond D'Alambert
{1717-1783)

Fue junto a Diderot, uno de los
impulsores de la Encyclopedie
(Discours preliminare), pero también
distinguiése como matematico,
especialmente por sus trabajos para
demostrar el teorema fundamental del
algebra en 1746 (este teorema seria
demostrade compietamente por
primera vez, algunos afios mas tarde
por Gauss).

Recibié una sélida educacion en
derecho, medicina, ciencias naturales

y matematica.
Hallg la solucion de la ecuacion de la

onda unidimensional.
Tuvo una participacion activa en la
Revolucion Francesa.

a+b+2JEEEJ5+JE
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PRCHOMY:

+ - La historia.del niimero irvacional

7 = 3. 141592653589793...
Los antiguos le daban wun valor de 3, con lo que errvaban en un 5%. Arquimedes le dio

el valor 2—72, los chinos en el siglo I le asignaron el valor de J10con ervor de 1/50. En la

India de 3,1416, con un ervor de 1/400.000.

En el siglo XVII, Adriano Mecio le asigna la férmula 355/113, con un ervor de
1/10 000 000

Legendre, en 1794, demostré que m no podia ser una fraccion, y en 1882 Lindemann
probé que era un nitmero trascendente, y por lo tanto no podia ser solucion de ninguna
ecnacion cuyos coeficientes fueran enteros.

Actuahnente las maquimnas electrénicas lo calcularon con mas de diex mil decimales.
Semejante precisién no tiene aplicacién prdctica.

El valor asignado por los chines, o sea J10 , es sumamente prdctico; basta construir un
tridngulo rectdngulo de la siguiente forma: uno de los catetos se lo construye igual al didmetro
de la circunferencia, v el otro cateto igual a tres veces dicho didmetro. La hipotenusa del
niismo es igual a la longitud de la circunferencia.

Si constderamos el didmetro de una circunferencia igual a la unidad, su longitud serd:

nd; st d =1, lalongitud de la civcunferencia es iguala ml = n

Aplicando el teorema de Pitdgoras al tridngulo antes mencionado, cuyo cateto menor es

1, y el mayor 3, su hipotenusa serd n = 3 +1* = \fI0

Fuente: Enciclopedia Temdnca - . lrgos Verpara.
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Radicacion

7 Y
| oBrETIVOS

»... Extraer la rdiz cuadrada de polmomlos §
i ¢ Manejarla simplificacién de radicales,
i «.- Transforrnarlos. radicales dobles a simples. o ’
i +: Racionalizar'y snmpllﬁcar ecuaciones & mecuamones irrac;onales. . .
L 4

" INTRODUCCION

El desarrollo de esta operacion estuvo a la par con la evolucién de la aritmética y la geometria, y su
descubrimiento en Grecia lo debemos a la Escuela Pitagérica (“escuela” cultural - religiosa fundada por
Pitagoras, cuyos adeptos, rigurosamente seleccionados, se seguian por severisimos principios).

Los pitagéricos solamente conocian los nimeros enteros y fraccionarios, pero al calcular la longitud
de la diagonal de un cuadrado de lado igual a la unidad por medio de su teorema; se encontraron con
la sorpresa de que dicha longitud de la diagonal no pertenecia a ninguno de los niimeros conocidos por
ellos.

Este descubrimiento puso a los pitagdricos en notable aprieto, hasta que uno de ellos, Hiparo revel6
el secreto, siendo arrojado al mar por dicha osadia.

Dicha revelacion trajo como consecuencia, el estudio de lo que mas tarde recibirian el nombre de
nfimeros irracionales, expresado esto por medio de radicales, simbolo que caracteriza a una nueva
operacién a desarrollar llamada radicacién.

Siglos mas tarde con el desarrollo de la simbologia matematica (es decir cuando los simbolos
tomaron un rol protagdnico en la matemdtica), los radicales tuvieron utilidad importante, como por
eiemplo, en la resolucién de ecuaciones de segundo, tercero y cuarto grado; sus raices se expresaban
por medio de radicales o una combinacién de ellos.

En aritmética tiene aplicacién al averiguar si un niimero es primo o no; en geometria, expresar el
fado de un poligono en términos de radicales, etc.

Teorema de Pitdgoras

a

I ={2,835,...}

223
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Lumbreras Editores

Algebra

DEFINICION

Es aquella operacién matematica a través de
la cual, dados dos numeros llamados radicando
e indice, se busca encontrar un tercer elemento
llamado rafz n-ésimo del radicando, de modo
que se cumpla la siguiente identidad:

{‘T:b."’ a=b"}
Donde

n eselindice(neN A n > 2)
a es el radicando o cantidad subradical
b eslarafz n-ésimade a

DEFINICION DE RA{Z ARITMETICA

Sea a un ndmero real positivo y n un nimero
natural n>2. Se llama raiz n-ésima aritmética de
“a” al nimero positivo “b”, tal que b"=a; la cual

n .
se denota por b= \/5, es decir:

Va =b ~a=b"

TEOREMAS DE RADICACIGNENR -

Ejemplos:

5
I {32 =2~ 32 =2°= 2 es rafz aritmética de
32 de orden 5.

4
. 81 =3~ 81 =3"= 3es laraiz aritmética
de 81 de orden 4.

En R existe ';/5 yesigual a“b”, donde “b” es tinico.

I. Si nespar: a>0 Ab>0

IL. Si nesimpar: ae R A be R, ademéas b
tiene el mismo signo de a

Ejemplo: VTG =2
Ejemplo: 3\/—27 =-3

Como vemos -27 » -3 tienen el mismo signo.

Sean {a,b} < IR(; A {n,p} « N - {1}, entonces se tiene :

. | Vab-Ya. Vb
Ejemplo: /8 - /4.2 = /4.2 = 2(1,41) =2,82

4’?—'— .
Ejemplo: {419 - Y19 - 10\/1—5

224

6. aP.n\/B="\/a"P.b

Ejemplo: 2\/3=2".3-16.3- V&8
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CAPITULO IX

Radicacion

RAfZ ALGEBRAICA

Se llama raiz algebraica de 'Vg donde aeR -

de "\/3‘

Ejemplos:

ne N, n:>2; acadaunade las n raices diferentes

1. De 4\/_IE sus raices algebraicasson 2,-2,2i.-2i ; i= \/'j

2. De /25 sus raices algebraicas son 5 y -5

RAIZ CUADRADA DE UN POLINOMIO

Dado un polinomio P(x) de grado par, hallar su
raiz cuadrada consiste en hallar otros dos
polinomios llamados rafz cuadrada q{x) y residuo
R(x) de tal modo que P(x)=q(x)+R(x)

Esquema
-/ P(x) |a(x)
R(x)
Donde

P(x) es el polinomio radicando de grado par
q(x) es el polinomio raiz
R(x) es el polinomio residuo

IDENTIDAD FUNDAMENTAL DE LA RADICACION

i P(x) = ¢%(x) + R(x) |

CLASES DE RAIZ CUADRADA

= Se llama raiz cuadrada exacta siy sélo si su
residuo es idénticamente nulo, es decir:

| PGO = g2 |
Ejemplo :

V2 rbx 1 9=x+3 ; ya que

X+6x+9 = (x+3)°

- Se llama rafz cuadrada inexacta si v sélo si
su residuo no es polinomio idénticamente
nulo, es decir:

NI N RS A

et
| P(x) = (%) R |

o S SR, P

Ejemplo:

yx%+5x +3 no es exacto.

=\2
= xX*+5x+3 = (x+3] ML)
2 4
5 13
qlx) = x+ 5 R{x) 1
PROPIEDADES:
1. Sielgrado de P(x) es 2m, entonces el grado
de g{x) es m.

2. El grado del residuo es menor que el grado
de la rafz salvo que el residuo sea nulo.

PROCEDIMIENTO PARA EXTRAER LA RAiz

CUADRADA DE UN POLINOMIO

I.  El polinomio radicando generalmente debe
ser completo y ordenado en una variable en
forma descendente y si faltase algan término
se puede completar con ceros.

2. Se agrupan a los términos del polinomio de
dos en dos a partir del Gltimo término.

3. Seextrae la raiz cuadrada al primner término
del polinomio que serd el primero de la rafz,
luego éste se eleva al cuadrado y el
resultado se resta del polinomio.

4. Se bajan los dos siguientes términos del
polinomio, seguidamente se duplica la raiz
encontrada, luego se divide el primer
término de los bajados entre éste y el
resultado serd el segundo término de la rafz,
a este valor obtenido se adiciona la raiz
dupiicaday todo ello queda multiplicado por
el segundo término de la raiz para luego
restarlo del polinornio.

5. Se baja los dos términos siguientes y se
repite el paso anterior tantas veces hasta que
el residuc sea de grado menor que la raiz o
el residuo sea un polinomio idénticamente
nulo.
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Ejemplo 1

Hallar my n si el polinomio

POx) = 4" + mx® + n + 24x + 16 tiene raiz
cuadrada exacta.

Resolucién:

El polinomio rafz es de segundo grado por lo
tanto asumo un polinomio convenientemente
A +m+ i + 24x + 16 = (2% +px+ 4)
Efectuando

4"+l + 1 +24x + 16 = 4 +4px°+ (PP + 16)x°

+ 8px + 16
Por identidad de polinomios
m=4p ; n=p'+1i6 ; 8p=24
Por lo tanto
p=3 ; n=25 » m=12

Ejemplo 2
Hallar la raiz cuadrada de
P(x) = 12X° +4x'+13x24+5

Resoluciéon:
,\’;i+12x3+13x2+0x+5
-12x3- 9x?

4x2 +0x+5
- 4x% -6x -1
-6x+4

2x2+ 3x+1
(4x%43x)3x
(axk6x+1)1

RADICALES DOBLES

= qx) =2 +3x + 1
~ R(x)=-6x+4

Ejemplo 3
Hallar la raiz cuadrada de

Plxy) = x*-2x%- 3x%y +4xy* +4y
Resolucién:

X - 278 - 3 + AP + Ayt (X xy -
J—x‘ T T (@R - ot
-2 - 3y -2y + X
2y - X @ - 207 - 2/)(-2y)
-4y + A + 4 -4 + AP + 4
Yy - 4y’ - &'
0o 0 o

Averiguando los otros términos de la raiz cuadrada
3 2,2
~2x7y - xy -4x :v -y
2x* 2x*
De aqui la raiz cuadrada del polinomio es
qlxy) =x'-xy - 2y
y suresiduo Rx,y) =0

Son aquellos que se caracterizan porque dentro de un radical, se encuentra otros radicaic:

n m
relacionadas con las operaciones de adicién o sustraccién ( Az \/ﬁ

TRANSFORMACION DE UN RADICAL DOBLE EN

SIMPLE
1. Paralaforma A=z /B

Siendo A y B dos elementos racionales
positivos para su transformacién en radicales

simples YA -'_- = ‘/— +* ‘/-

De donde \/A + = \/)? + ‘/)-
JZT" Vx -
226

talque {x,y}<cQ'A x>y
sumando miembro a miembro las expresione:

\/A+\/§ + \/A—‘/E:

Elevando al cuadrado

(A-yB)+(A-yB)+2/AZ-B - 4x

de aqui

_AJA-B
2
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Radicacién

restando las

_A-yA’-B

2

Andlogamente
obtendremos

expresiones,

y

Si hacemos que

C=yA?-B (como x; yeQ*=Ce Q)

tendremos VAt,/ﬁ: ’f‘;_ci IAT'C

Ejemplo 1

Expresar y11 + 6y/2 en radicales simples

Resolucion:

Sea yx +yy la transformacién en radicales
simples; entonces

1+6y2 =X+ 92 oo ()
M-6/2 =(Gx- )2 oo ®)

De ()+(B) 22 =2(x+y)

De (a)-(B) 1242 = 4/xy
= x.y=18 ... ............. an

Zelyl,seobtiene x=9 A y=2
iLuego tenemos

= YI1+6/2=y9+y2-3+2

{'sando directamente la férmula
J11+6/2 =11 +y72
A=11AB=72 = C=y11?-72-7

J11 472 - Hz*_7+ 22‘_7:3+\/§

s 2=34+2

Ejemplo 2:
Conl<x< \/5 transforme a radicales simples

i+\/2—x2 ;o xeQ
X

Resolucién:
Si A=L1: B=2-x;entonces
X

2 4_0,2, 2 _
C= [_l_) @ -x?- X -2x°-1 x°-1
x x2 x

Una “manera practica” de esta transformacién es
buscando ganar un trinomio cuadrado perfecto en
el radicando. Asi

yA=yB - fA=/Ib - JAz2/p

Xy Xy

Bajo esta circunstancia, sib=xy s A = x+y

A2/ = (fx = )

y esto conducird a que

yAz2/b = x x \fy s x>y
[VM:&/N:‘/;:‘/; ; x+y=M xy=N x>a

Ejemplos:
a) Transformar a radicales simples

10 + /84

227
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Resolucion

aqui busquemos el “2" de \/8_4

84 = JAx 2l =221
V10 +2/21 =47 -3

7+3 7.3

V1084 =7 +\3

b) Transformar a radicales simples

J17-122
Resolucion:
J17- 1242 =17- 282

Como ahora sobra un “6" hagamos que
reingrese en

62 -36.2 - {72

Asi
\/1/\7—2\/72\7\/9- J8:-3-2/2
9:8  9x8

¢) Transformar a radicales simples
%—\/2x—4; 2<x<4 ; xcQ

Como el “2” no es posible obtenerlo del
radical interno, hagamos que ingrese desde
lo externo. Para esto multipliquemos y
por \/5 y acondiciondndole
convenientemente tenemos

ﬁ X x4
AE

dividamos

228

1. Para un radical de la forma

elevando al cuadrado

A VBB B ey 2l 2 -2

Identificando expresiones racionales e

irracionales se tiene x +y+z=A

Al resolver el sistema tendremos los valores de

X,y 2.

Ejemplo 1
Hallar la raiz cuadrada de

16 + /80 + {112 + 140

Resolucion:
16 B0 T T - V&5
16 - /80 « /12 + {140 = x+y-z+2yxy - 27z ~ 2xz

comparando se tiene

X+y+z=16 ... )
2/xy = /80 —xy=20=54....... an
2/fxz - JT12 =»yz =28=47....... (i
2/xz = m~xz=35=5.7 ....... av)

De ILIULIV x=5;y=4; z=7

ademas verifica (1)

V16 + 80 + 112 + /140 - V5 -4+ /7

Forma practica:

Se transforma el radicando en un trinomi<
cuadrado perfecto, es decir
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Radicacion

#

A2/ c2fa2ff = f(x+\y+ 2P

X+y+Z Xy XZ yz
- e

Donde {A;0; e pB;x v, 2z} «R”

%, 4

Ejemplo 2
Transformar a radical simple

Y24 + 240 + 336 + /140

Resolucién:

Transformando el radicando

J2/4\+2,/5.12 CT 12+ 2/T.5 - B+/12+y7

5+12+7

=5+ 23447

Ejemplo 3
Expresar en forma de radicales sencillos a la
expresion:

3 14+/20+/56 +/T40 - {14+2/5.2+2/2.7+2/5.7
l

2+5-7

A5 =T

M. Radical de la forma

£

A BVCB |

§
&

Se considera el radicando un trinomio cuadrado

perfecto de la forma (‘/; wy —,/5)2

&~ ando al cuadrado

a --,E—\/'(E—‘/]S:x+y+zr2‘/x—y—2\/x_z - 2\/52

De donde se tiene X+y+z=A
2xy=yB = 4y=B
2z - /€ = 4xz=C
“2yyz = /D = 4yz=D

Al resolver se obtiene los valoresde x; y; z.

Ejemplo:
Expresar en forma de radicales simples la
expresién

V14 +2/10- 56 - /140

Resolucion:
El radical doble es equivalente a

Y14 «2/10 - 2/14- 235

=x/1;4\+2\/5><2—2«/7x2--2\/7x5
24547

BB

Con el objetivo de ganar tiempo frente a este tipo
de radicales, busquemos una regla practica, la
misma que estara sujeta al principio deductivo de
la forma genérica, es decir, la expresion

A+ 2yxy - 24yz - 2y/zx

debe provenir de un trinomio al cuadrado de ia

(V-2 )

De modo que
VA < 2y - 24yz - 24/zx
|

Neyez

AFEATAT R 5 - E
Donde x +yy-yz e R*

forma

229
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IV. Radical de la forma

e

Para su transformacién a radicales simples
tenemos en consideracién que el radicando

A+ /B seaun cubo perfecto de la forma (x#y)’

De donde podemos establecer que

De (1) y (2) hallaremos x e y

I. Hallando x
Sumando (1) y (2) miembro a miembro

='3\/A+‘/_+3\/A—/§:2x

Luego elevando al cubo

(Va VB« VA VB - 20

Desarrollando

(Va-v8) « (Va-—yB) -
v3(Va-vB)(Va vB)VA+ VB - VA~ yB)-ax®

2x
A+/B +A-yB 3 y(AyBI(A_yB)@x) - 8x°

3
= 2A+6yA%-B.x = 83

. [4x3~33\/AZABx'A=E ....... ()

Como los valores de A y B son conocidos de esta
ecuacién, podremos determinar el valor de x el
cual serd racional.

230

II. Hallando y

Muitiplicando (1) y (2) miembro a miembro se
obtiene

Va8 VAJB - ) x-y)
Var/BIA-yB) - x? -y

3
AZ-B=x%-y

Entonces

K gad?

Como conocemos “x”, ademds A y B son
conocidos, facilmente podremos obtener “y” el
cual ser4 racional solamente si (A2-B) es cubo
perfecto.

Enseguida veamos algunos ejemplos de

aplicacién.
Ejemplo 1}
3
Transformar -7 + /50 a radicales simples.
Resolucién:

3 3
V-7+/50 = YA+ B - x 1y
Reconociendo A y B, tenemos
A=-7A B=50
Hallando.x en («)

4x° - 33\/(—77)2 =50x-(-7) = 0
42 +3x+7=0
Factorizando
e+ DA x+7) =0
Como x esracional entonces x = -1
hallando y en ()

y=2x- ¢ -50
y=x"+1

Como x=-1=y=(-11+1=y=2

3\/77”/% = -1eyf2

www.FreeLibros.me



CAPITULO IX

Radicacion

Ejemplo 2

3
Transformar {26 + 15\/5 a radicales simples.
Resolucién:

Va6 - 15J§:st«f1§fs VA YE - x5
reconociendo A y B, tenemos

A=26 ~ B=15".3 =675,
hallando x en («)

4 -3 J(26) -675x - 26 = 0
4 -3x-26=0
Factorizando
(x-2)(4x+8x+13) =0
como x es racional, entonces: x=2
Hallando y en (B)

x=2 = y=02)F-1=y=3

3
. V26 4153 = 2 +/3

Ejemplo 3

Cuando el binomio consta de dos radicales
cuadraticos procederemos como sigue a

continuacién.
Transformar a radicales simples

3\/60\/5— 426

Resolucion:
3\/&\/5 -42,/6 = i/3J§ (20 - 14y2)
=3 8 o142

- V603 - 426 - V3120 - 14,2

3 R ——
z-ora transformaremos 20 - 14\/5

=;20»l4\/§=3\/é0~\/3—9_§ sx-yy

como x=2 = y=(2

entonces 3\/20 -y392 = 2~ 2
3
Dedonde V603 426 - /3(2-2)

reconociendo Ay B, tenemos

A=20 » B=392,

hallando x en (&)

3
4 -3 (,/(20)2 -392)x -20 = 0
4 - 6x-20=0
2x*-3x-10=0
factorizando (x-2)(2x%+4x+5) = 0
como x < Q, entonces x=2;

2 es el unico racional que resuelve la

ecuacion.
Hallando y en (B)

N 3
y=x - 20 392
y=x-2
) -2

= y_-—__2,

3\/60\/5—42\/5 -2/3-/6

Ejemplo 4

3
Expresar {45 + 29,/5 en radicales simples

Resolucién:

Sea a+b\/§ el radical simple, es decir

3
V45 4292 - a by2

Elevando al cubo miembro a miembro
45+ 29y2 = a’+3a’by2 + 3ab’2 +b%2,/2

= a’+6ab’+(3a’b+2b%) /2,

de donde

45 = a® + Bab?

w 3 ,bcQF
29 -3a2p r2pt ¢ P8

Resolviendo este sistema se tiene que

a=3 ; b=1

3\/45 +29/2:=3+2
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/ Racionarizacion | _.

CONCEPTO

Siendo I(x) una expresién irracional, se denomina racionalizacién a aquel proceso que permite
transformarla equivalentemente en otra racional.

Por lo general, se busca eliminar la irracionalidad en los denominadores de las expresiones, salvo se diga
lo contrario.

Para este efecto, usarernos una expresion irracional, al cual se le llamara factor racionalizante.

FACTOR RACIONALIZANTE (F.R)

Es aquella expresion irracional (algebraica)
capaz de transformar equivalentemente a aquella
expresién irracional en otra racional a través del
siguiente esquema:

K FR _ KxFR
Ix)  FR Racional
[

e
Casos que se presentan

CASO 1
Forma

N

;
| vor

in>mAamneN ; aeR*Y

Para este denominador su factor racionalizante es

ﬂalm

~ BN A

Entonces se tendra

i
I
4
,
g

%
5
~

M i

232

Ejemplo 1

Racionalizar el denominador de
Vs 3
Resolucién:

Descomponiendo en el radicando
10

10 —
cuyo factor racionalizante es (\/5 . \/3" )
Luego

10 - _ 10 393

BYF 595 BN
=TT

_ ;6}5” 3 _ 2593
3 3

Ejemplo 2
Indicar el denominador racionalizado de
24

4
V5.3\2
Resolucién:

Transformando el denominador
24

3ms 4 8=
cuyo factor racionalizante es \/? . \/?? . \/5-
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Radicacion
Luego Ejemplo 2
o4 ;J? _4‘1?.3 Y Indicar el denominador ra(iisonalizado de
BBz I7I557 —
gt = e V6 +3/3:2/2 46
bii o Resolucion:
se obliene Agrupando el denominador como se indican
9435 V3 427 _ 4¥25.427.9128 B2 +3) -2/ 3) = 32 (2 1y3)
" 5, /3/2/ 5 se tiene
-. El denominador racionalizado es 5. 15 _B-2)@2--H)
= (3+ﬁ)(2+4§) (3-+2)(2-+3)
CASO 11 —-- meorTo L
Forma
4 3 = ;
N N (3*- 2)(2 3)
| ———————— ; f(x), gl e R g — —
N SRR 00 - 1B -y y3)
i:\/ - w,.ﬁ 7
Veamos en el cuadro: .. El denominador racionalizado es 7
‘2 Ejemplo 3
Expresién Factor : jemplo .
Irracional Racionalizante Racional Racionalizar el denomnr;ador de
VIG5 Ve | VI - V(o) f(x)-g(x) B3R
ORCIGREIGENE) f(x)-gx) Resolucién:
Agrupando convenientemente
Ejemplo 1 5 A5-(B-P) _ 5(5-3+2)
Racionalizar el denominador de B+H3-2) B5-3-+2) 5- (3 -+2)
24 S |
_— ., x>2/3
V3x +2 +/3x -2 5(’\[_ '{j+ﬁ) ‘Jé 5‘{8(‘\/_ '\6+‘\IZ)
,,5 5+26 ;’é 12
Resolucion: =
24 342 - V3x-2 CASO 1II
w/3xf27+wl> —_2) w/3x+2 {’gﬁ#
b Forma
Se obtiene ¢ T
§ 3 > 3 i -
14032 - By 2) 24(/3x+2-3x-2) L i = VG 800 + Vgl |
Ww-2)-(3x-2) & 4 w
= 6(y/3x -2 3x-2) M “‘ @
| ..
R ot e ;
El denominador racionalizado es 1 i“ jg}» +m§£)i {
233
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Veamos en el siguiente cuadro: CASO v
Forma
—— p e
i\!ap::::; Raci:l:‘l(i)zrante Racional E ;——B—;—-—— ;neN A nx2 §
?\/? + 3\@ 3\/? ;3:/—.@ . ?\/? f+g En este caso , el factor racionalizante depende

Ejemplo 1
. . 14
Racionalizar PYREre—
Vo Y341
Resolucién:

3 3
Como el denominador es \/’.)E 131

Entonces el factor racionalizante es /3 - 1

luego tenemos

14 3B-1_1433-1

[iy

E+33+1 B-1
R St R

Ejemplo 2
Racionalizar

Resolucién:

3-1

=7(y3- 1)

13

3.-2 3 3,2
Como el denominadores 2 - /3.2 +/3

3~ 3
Su factor que la racionalizaes 2 + /3,

13 s

}J§

of W_3B2.AF B+

Que efectuando es

1363+ V2 | 1303 D)

3+2

cuyo denominador es 5

234

5

del indice y estara relacionado con los cocientes
notables exactos.

Recordemos
; a““zn a? l;a“ Eb*_anSbl‘“' pn 1 ne N
a-
Asi:

VIGS - Velo

tendra como factor racionalizante a

lvfmn—l +rv.f(T)(n*Z) l:/gv‘*__'._ r]:/g:\:).n-l

Para cualquier ne N A n > 2, se tendra

mﬁn,———g(x) mn l*‘mn z':[g'(Tx_+ “.*n g(x)n i

e e e

) - 8(x) |
S
Resumiendo
N _ N.FR | \I
- - = a0 n es par i
N GERC)) 8 !
|
N _ N.FR . . I
— = e n es impar,
Vit = Vgby V=8 )
Ejemplo 1
Indicar el denominador racionalizado de

45

30
V-3

www.FreeLibros.me



CAPITULO IX Radicacion

Resolucién: Ejemplo 4

El factor racionalizante es Indicar el denominador racionalizado de

30\/§29+30J§28 30\/§+“.'+30\/§29 36

7 7
45 _FR _45FR 9.FR V25«

¥3-% FR  13-3 9 9
—_—— Resolucién:
Su denominador es 2 Multiplicando por el F.R. (indice impar)

36 . FR _ 36FR

Ejemplo 2 ; >
Indicar el denominador racionalizado de M 25+4
4
ETy T — . El denominador racionalizado es 29
7 215
Resolucion: Ejemplo 5
Observamos que el indice es par. Al multiplicar Indicar:
por el factor racionalizante se tiene: a) Factor racionalizante (F.R)
b) Denominador racionalizado de

: 422 {:_}F:_k 147.F.11?5 _ 4';'R:2F.R. 5
2 ] - 50— 5 5

AR V825 + Y125 + ¥35 + 5 + 1

El denominador racionalizado es 1 Resolucién:

5-4 53 5.2 3
El denominador 5 + 5 +5 +5+1
Ejemplo 3

indicar el denominador racionalizado de es un cociente notable

11/-3-

a) El factor que racionaliza es 5\/5 1

b 5 LA5-1
) 5%+ 53430524 9541 35-1
 S————s G

Resolucion:

Transformando a
3
B n "
66 6 5.(45-1) 5(y5-1)
A-\B - -2

5-1

-~ Multiplicando por el F.R. (indice par)

V3.F.R__ \BFR e
(/29- oyFR 12902 V5!

. El denominador racionalizado es 727 ~. El denominador racionalizado es 4

235

www.FreeLibros.me



Problemas Resueltos

Problemat

Hallar m y n en el polinomio

P(x) = 81x* + 216x° + 216x° + mx+n
para que su raiz cuadrada sea [Lnr81_10) X
aumentado en 4 veces su residuo.

Resolucién

Aplicando el método para extraer raiz cuadrada

Veut21657+216x  +mx +n  |9x%+12x+4
st | 2027 =184
216x°+216x7 (18x% + 12x)(12%)
-216x° - 1442 =216x>+ 14412
T2 +mx+n  |(18x%+24x + 4)(4)
“725%-96x-16 | =72x"+96x+16
(m-96)x + n-16
gumbx o
Resto

Luego tenemos por el dato
Ox2+12x+4= ( %ﬁm)x2 +4[(m-96)x+n-16]

_, m-n-10

-9 = m-n=82
8
También
4(m-96)=12 » 4(n-16)=4
=>m=99 A n=17
Problema 2

Si la raiz cuadrada del polinomio
P(x) = ax®+bx*+8x* +4x>+ 16x*+ 16x+ 4
Hallar 22

a

es exacta.

Resolucion:
Por conveniencia el polinomio se ordena en
forma creciente con respecto a x, es decir

V441624160 + 42’4 82+ b’ vax 24 4x + 2
R 20=4
16x + 1627 @+4x)@dx)

-16x - 16x% =16x+16x°
434 8x 4 b+ ax® [2(2+4x) =4+ 8x
- 4x>-8 - B @ +8x+ ) (&)
b+ (- 1)x® | =45+ 8x% 4+ xS
prr@Ta  mA sy
Resto

como el resto es idénticamente nulo, entonces:

236

El polinomio P(x) es ordenado en
forma creciente puesto que tiene
raiz cuadrada exacta.

Problema3
Hallar el minimo valorde a + b, con {ab} < 7",
si P(x) = x*+ax®+bx’+ax+1 tiene raiz cuadrada
exacta.
Resolucioén:
Considero un polinomio raiz de 2do. grado. es
decir

X+a*+bxr*+ax+1 = (07 + mx + 1)*,

desarrollando en el segundo miembro
Xt+ad+b +ar+ 1 zx' + 2mx® +(m*+2)x

+2mx + |
Igualando coeficientes
a=2m
b=m"+2

sumando
a+b=m+2m+2=(m+1)*+1
El minimo de (a+b) es 1

Problemad
Si el polinomio
P(x) = 4 4x""+ 12x" + x5 + mx*+9
tiene raiz cuadrada exacta, hallar el valor de “m”
Resolucién
Considerando un polinomio raiz de grado 1:
convenientemente, se tendra
4 Ax B 12X+ x5 md+9 = (2x" - +3)
efectuando .
A0 - 4B+ 12X + X+ mx® + 9
=40 - AxB 4 12X+ x5 -6x + 9
igualando coeficiente, tendremos m = -6

Prohlema 5
Transformar a radical doble

VX -2 +yx-3, x>3
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Resoluciéon
Recordemos

”r+¢;7)z = \/x—2+x73+2\/X~2)(x‘3
=\/2x -5+2yx?-5x+6

Problema 6
Reducir
1 . 3 ) 4
J5y2a o 12 (8.ya8
Resolucion:

Transformando los denominadores a radicales
simples y racionalizando:

1 . 1(y/3-v2) - 32
52052 W3+/2V3-v2)

3 , 3(/6 - 3) - J6-43
9.2/65 B+ V363

4 AV mom
5.246.2 W6-V2WE V2

Reemplazando tenemos:

V3-\216-43 /B V2) =0

Probiema7

Zalcular
V3+‘/7( 13047 - V5*‘/7)

Resolucion:
Ziectuando

fi3mB V1) - b /1) V7
\/46+ 167 - Y22 +8‘/—

Trasformando
Va6 232 14 - {22 -2/14.8

Y32 + 14 - (/T3 VB - 28 - (B~ /B
22

1l

Problema 8
Reducir
J10 + /18
/8135
Resolucidn:

Transformando el numerador y denominador
20508 2 205 )
2236 V7 (73

253 253 253,
4oyfeas 4B 305
Prohlema 9

Si la expresion x/A 4 \/E puede descomponerse a
radicales simples. Hallar dicha descomposicion,
sise cumple 4A+B =4x" + 8x - 16
Resolucion:

YA B - ym-n

elevando al cuadrado

A+ B - m+n 2@
A=m+n; B=4mn
Reemplazando en el dalo
4(m+n) + 4mn = 4x* + 8x 16
m+n+mn=x>+2x-4
m+n+mn= 2x + (x+2)(x~2)

-m=Xx+2 n=x-2
. \/A+\/_ S WX 2 1 yx 2
Prohiema 10

Si el radical doble

f . | - —
\/2ax2y + 5bxz* 4 (7ab - 20)x7z!
se descompone en radicales simples.
hallar el valor de

<
ab
Resolucion:
Recordar \/Ai\/ﬁi‘/}i\& S x>y
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donde

A-C

2 Y 2
~ C=A?-B: cuadrado perfecto.
Aplicando en el problema
C = (2ax’y + 5bxz")’ - (7ab - 2c)x’yz*, debe ser
un cuadrado perfecto.
C = 4a’x'y’ +(13ab+2c)x’yz*+25x"z%b?
Entonces
C = (2ax’y)’ + (13ab + 2c)xyz* + (5xz'b)
doble producto

Luego se cumplird

2(2ax’y)(5bxz") = (13ab+2¢)x’yz*

= 20ab = 13ab+2c

= 7ab = 2¢

X =

Problema 11
Hallar el valor de “a” en
V72972 Ja + 2/198
V3 +/8

Resolucidén:
Transformando a radical simple el primer
miembro

Wl B2 1-12+8
\/3+\/§ Fo

8+y2 - ya+2/128

elevando al cuadrado

66 + 1642 = a +2/128
66 + 24128 = a+ 24128

a= 66

Problema 12
Hallar la raiz cuadrada de

V3y +y% + 2y 2x +yf4x? + 3y - 4xy/3y

st 2x > By >0
Resolucion:
Analicemos por separado

Vax? - 4By - (B -vex - B -2x By

238

Reemplazando

7yt o2 5

luego

\/Y2+2Y\/§*(\/2—1—”)2=\/(y+ 2x2:y+J§}

Por lo tanto, la rafz cuadradaes y + y2x

Problema 13
Hallar el valorde Ay B en

4

V8x? + 24x+9 - 4(2x+3) X%+ 3x = yx * A - Byx
Resolucion:

Acondicionamos buscando la forma practica.

y/J(2x+ 3)? + Ax(x + 3) + 2 y4x{x+3)(2x+3)?
entonces

Y2x - 3+ 2/x(x+3) = - yx+3 = x-A+Byx

A=3 A~ B=1

Problema 14
Hallar el valor de

\/x+lu/2x*1 +‘/x+l»y/2x+1

Para —%<x<0

Resolucion:
Transformando

_ 20202201+ f2x2- 2201
V2

W1 1P (1 yax 1)
V2

Pero -1 < 2x<0
0<2x+1<1

0 < y2x+1 < 1
0> —y2x+1 > -1
1>1-/2x1>0

Luego, se tiene

Yl 1ol —\ox 1

2
V2 V2

|2
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Problema 15
Hallar a y b enla siguiente igualdad
Y3+y10+ -3 +/10 - Ja- b
\/:?- ¥3+ \/ﬁ

Resolucion:
Transformando el numerador

N=y3+y10+y-3/10

elevando al cuadrado
N2 = 24/10 + 2/(1) = 2(/10 + 1)
= N=Zyy10+1

Luego
Ezﬁ(\/m(m -7 -2/10
D zyos(iio-s
entonces
7-2/10 - ya-yb-5-42
a=5 1 b=2
Preblema 16

Transformar en radical simple la expresién

\/3x ryf6x(1+2a) - 1 - 4a(a+1)
Resolucion:
Transformando convenientemente.

J3x - yBx(1:28) - (2a+ 17

Fzctorizando

J3x + /@a+D [6x - 2a+ D]
" Baciendo un artificio: (Multiplicando y dividiendo
22)
Y6x +2/@a+ Dex-(a )]
2

Lo 6x = (2a+1) + (6x - (2a+1))

2a + 1 . 6x - (2a+1)
2 2

Problema1?
Si el polinomio

P(x) = 16x' + Ax* + Bx* + Cx + |
admite raiz cuadrada exacta, hallar P(- 1) + P(1),
sabiendo que sus coeficientes son enteros
positivos, ademas C?*-4C-5=A-B
Resolucién:
Aplicando identidad P(x) = (4 + mx + 1)
desarrollando
16x* + AxX® + Bx® + Cx+1 = 16x* + 8mx®

+ (M +8)x* + 2mx + |

se tendrd A =8m
B=m’+8
C=2m

deldato 4m?>- 8m -5=8m- m’ - 8
Ordenando
5m’-16m+3=0
5m -1
m -3

= m=3,m-Z"

Luego tenemos
P() = 16x" +24F° + 177 + 6x + 1
P(-1) + P(1) =68

Problema 18

Hallar la raiz cuadrada de

M = (a®+ab+bc+ac)(b?+ab-+bc+ac)(c’ +ab+bc+ac)

si {a;jb;c}cR”

Resolucion:

Factorizando por agrupacion se tiene
M=[a(a+b)+c(a+b)l[b(b+a)+c(b+a)]

[e(c+a)+b(a+c)]

M=(a+b)(a+c)(a+b)(b+c)c+a)c+b)
M=(a+b)*(a+c)’(b+c)?

WM - @by (arc)? (b+c)?

. YM = (a+b) (a+c) (b+c)

Problema19

Hallar m; n; p si la raiz cuadrada de

mx® + nx' + px! - 22%° + 25x%° - 8x + 16 es
exacta.
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Resoluciéon: Resolucién:
Aplicando el método de la raiz cuadrada, pero en . S 5
forma conveniente. Haciendo _ ‘/_2_ X =x=2
Como la rafz cuadrada es exacta, entonces debe Luego se tiene
cumplirse que 8
r(x) = (p-13)x* + (n+12)x"” + (m-4)x° - 0, (1ex-x?ex®? 3
deaqui m=4, n=-12 p=13 o
Pero X¥*+x’+x+1 = -
‘\/16—8§£5x‘°“22x3+px‘+nx5+mxs 4-x+32%-2° x -1
16 v T 2(4) =
-8+ 25’52 l i \\ \\ (é ,)x)(%x) 8 7 8(x - 1)?
8x - e - 5 - ;
5 YDA TP |2(4-2)=8-2x P ) L (S LIPS D
P (8 - 22 + 32%)34> X
242+ 62" - 04! 2(4 - x + 8 x 1
-162% + (p-9)a* + na® + ma®
1627 dyte 1945 . 48 B 20+ 627 2”:)' Efectuando se tiene
(p-13)x* + (n+12)x® + (m-4)2® 2% 8(x - 1)2 _ 8(x 1)2
Xt x0T oxt 0D D)

Prohlema 20
Dado
PO) = (x4 D54+ (0 4+2) +(x+3)° 4.+ (x+ 1)?
«Cudl es el polinomio que debe adicionarse para
que la expresién sea un cuadrado perfecto?
Resolucion:
Reduciendo P{x) tenemos
PO)=nd+2x(1+24...0)+('+2°+....+ )
n(n+ H2n-+1)

6

Para que sea cuadrado perfecto
n(n-12n-1) ’
6

PX) -2 n(n Dyt

P)-mx?+n{n+ Dx+ A

su A=0
Luego de operar queda:
n(n+1)6(2n+1) +A1

4n “n?n. N?

efectuando
A - 4w m)
12

Prohiema 21
Racicnalizar e
racionalizado de

indicar su denominador

8

(V2 V3-8 B

¥

240

Reemplazando
S \2
8%z 1)

el

8G2-1¥ FR _832-IFR
38-31  FR 8-1

Su denominador es 7

Prohiema 22

Hallar el radical doble equivalente a

ks — 6 f: 3
W4 22 VB (V3 23R
Resolucion:
Observamos que

(Vr2/2 YBe =5 a\ra - (2
V328 V-V 28 VR B (5 4B

Luego tenemos

W of O ar

£ - 6~
= ,) X2 '/\f.‘f/
= >

“Y3=2-3

cuyo radical doble es \/,(2 \,/3_‘)2

=V4+3-2.2/3=\7-4/3
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Radicacion
Prolilema 23 Resolucién:
Si a, b, ¢ son positivos y ademas ¢ > b > a Como C,r\n = C:‘l =m= n+l
Indicar el denominador racionalizado de Luego
3abc 1
: 2P —— 3t e
‘/a+b+c+\/4ac—3bz+6bc—2ab = +/yW
Resolucion: I
dac  3b’ + 6bc - 2ab = — es equivalente a
2a(2c-b) +3b(2c-b) = (2¢-b)(2a+3b) V243
En 1 ___ 1 _FR
3abe 2 Wt Ba% PR
Ja+ bt c+V(2c-b)(2a+ 3b) V2 —
28 — _ FR FR
9-8 i

3y/2abc

v2a +2b +2c¢ + 2/(2c - b) (2a + 3b)

v

X+y
Racionalizando

~v"

Xy

- 3\2abc  2c-b-+Ray3p
V2c-b+2a+3b  +2c-b-+2a+3b
———— 7
_ 3y2abc (2¢ - b - y/2a + 3b)
2c b 2a-3b

_ 3y2abe(y2c_ b - y2a + 3b)

2c-2a -4b

_ 3y2abc(y2a +3b - y2c - b

2(a+2b - ¢)

El denominador racionalizado es 2(a+2b-c}

Problema 24

simynse diferencianen 1,

I

racionalizar

20 1) om
A 2 n +

= :ndicar el denominador

. ; < ~ -
ziemds C. =C,

~n

N3"

- 1) l-

. El denominador es 1

Problema 23
Racionalizar y proporcionar su denominador en
1

(243 /5" -2/2 -3/3 -5/
Resolucion:
WZ+y3eyB) 20 Y37 5

Desarrollando
=203 532 B2 BY(/B +B)
\/21 \/§3 ‘/53
- 1 L GB-2)(5-B)CE-2)
3§x/§+v§)§«/§TV§)‘§v§+v§)‘ gﬁ--«i)g@—v’i)(ﬁ—@)
T T i T !

T
L : J J

_ 1.FR. R
33-2)(5 3)(5-2) 18

. Eldenominadores 18

Prohiema 26

Si se verifica que

Donde I<«<b<a<?2
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Hallar el equivalente de

faffa+i+ya-T) ybri-yb-1
: \]—‘:(ﬁw—Ja—l)(JbHWb—l)
Del primer dato

Resolucion:
2ax2= |2, |80
8 a
4 4 2
2(@x) = J-§- + J—E ,
a 8
de donde

V2 a+ :JEQIJE R %)
a 8

De (a+p)
VZ(Ja1«ya-T1) =24\E ()
De (o)- ()
ﬁ(ﬁﬁ):z@ ..... mn

Ky

s -(®

(OERUY

242

Similarmente 2b = J—E + \J—E
8 b

Séoi)tiene
L(E__b\/__l)L
AlpTTB-1) B

Reemplazando (*) y (**) enE

E-48.

=1

-

Problema 27
3 . .
si Yy2-1-YaVBVe .

calcular a+b+c ;a,b,c e Q

Resolucion:
Racionalizando en el radicando

I e B
-1,

'@'\3/5 +-\3/5+1 = ___1___.

3
‘3/-2_+%+1 \/?;/5'2'*3\/5”

3
Multiplicando y dividiendo por ‘/§
= 1 X ?@: 3\/§

3 3 3

WEF1 B 3E 323

3,3
Escribiendo 3 como {2 + 1

= % = % . %-%+l
i('\B/Z_+1) %“‘1 '\3/2—\3/5-'-1
V3Y4-V2-1) _ sl4 32 (1.
2+1 9 N9 N9
de donde a:i,b-—?—,c:_].
9 9 9
1
satb+c= =
3
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Problemas Propuestos

1. Alefectuar

2
I\/7 +5/2. 7\/1 -2 , se obtiene:

A)-1 B) 1 C) 2
D)-3 E)-7

2. Indicar uno de los radicales simples de la
expresién

J1+2\j1+...+2 l+2\/3~2x/—2_

A) 2 B) 3 05
D) /6 F)-y3

3.  Siel polinomio
P(x) = 1 + ax + 9 + px° + 16x*
posee raiz cuadrada exacta.
Determinar el valor de: off

A) 0 B) -8 C) 8
D)-16 E) 16

4, El valor reducido de

o)

A) 125 B) 100 C) 96
D) 80 E) 576

5. Hallar uno de los radicales simples de la
expresion

\/x2+1—2 x3 - 2x%+3x- 25 x> 1

A) yx?-x+1 B) yx?+x-2
C) yx2-x+2
D) yx-1 E)CoD

El radical doble

V24 + 85 + 1243 + 4/T5

equivale a

oy D

Calcular (x.y.z.w)

A) 200 B) 225 C)215
D) 23 E) 25

Calcular el valor de m+n, sabiendo queel
cuadrado del resto es igual a la raiz
cuadrada del polinomio

P(x) = 81x* + 216x° + 216x*+ mx +n

A) 117 B) 115 C) 100
D) 99 " E)8l

Si el radical doble

\/ax by + yxy(ab+c)

se desdobla en simples

Determinar el valor de ( 3‘?-)
c

A)3 B) 2 o1

1
D)— E)—
)2 )

El equivalente de la expresiéon

V1o xry2e +y Lo 221

Para -05 < x < 0

Sera

Ax+y2 B)2-x Q) 2x
D) 2y2 E) 2

243
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10. Hallar la raiz ciibica de

o3+ 1142)
A) V2 +3

D)1+\j—z
3

11. Elequivalente de
243 . 2-3
V2ey20/3 242 -3

B)2+y3  O1+6

E)/2 +3

, es:

A) V243
D) 3

BY2+1 B)y2-1

E) 2

12. Proporcionar el denominador racional de la
expresion
1

V10 /14415 + 21

A)l B)2 C)5
D) 14 E) 15

13. El denominador racional de

;64~ , serfa:
2422
A) 1 B)2 C)-6
D)7 E) 14

14. Elvalor del término racional que se obtenga

al efectuar
3
____163\/—4 82 , sera:
-

244

15.

16.

17.

18.

l+ 1 +l+ 4 s 4
X Xxvy 'y xZ+xy xy +y?

A) 16 B) 12 C) 24
D)2 E)1

Hallar el denominador racional de la
expresion
N

1+\/_+3‘/§+§/3—2

A)1l B)2 o3
D)6 E)O

Descomponer en radicales sencillos e
indicar uno de los radicales simples de

A) 1.1 B) XY <) 1.1
Xy 2 2x 2

D) |-2 P |L
xX+y xy

El denominador racional de la expresién

v16.cos (27)

,es
V32 28 (6 -3 1)
A)5 B)2 )3
D)8 E)9
Hallar el equivalente de
6+ /12
\J 3-43
A)3-1 B)2-y3 O1+,3
D)2+ 3 E)2,3
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Radicacion
19. Averiguar al denominador racional de la 23. Laigualdad
expresion
2 7102 ST
o8 V38
W B ?/& ] se verifica, si “a” toma el valor de :
A) 60 B) 64 C) 66
A)8 B)9 )10 D) 62 E) 68
D) incalculable E) no se racionaliza
24, Indicar el denominador racionalizado de
20. Hallar el valor reducido de : 5
Y12+ 3y1-ya+y3Y1+y3 Yio 3 Ve Ym0 iE Y
V1 +v2 31 +y2-\BY/B
A)2 B) 3 Ot
D)4 E)5
A) (1 r\/§) B) (1*\/-2-) Q) (1*\/5)
4 3 3
25. Reducir
@3 (1+y3)
Dy~ ‘Y- E) ~—— Y22 14
3 ) VB-yy2 -1

VB W1 \B- -

Al racionalizar el denominador de

f- 323
21 - 2¥121 + Y11 A2 B) g 0 22
se obtiene otra expresién equivalente cuyo
denominador es : D) 3 \/5 E) _\{3_2
A) 50 B) 20 Q) 40
D) 30 E) 10

26. Indicar un radical simple de

Efectuar 2x +4\/8_X . 4/2x3
1 1 1 1

4[ v ]
VA 1VEB

(1A 14430V
) Vx B)JE 0)

A)13+5/3 B)5+13/3 C)5-13/3 2

D) 13- 5/3 ~ E) 5/3- 13 D) 2/x E) y2/x

245
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27. Siendo X¥*=x+1; x>0 31. Determinar el denominador de la expresion
Simplificar que se obtiene al racionalizar
1 1
P(x):vxﬂ/)—c—«x 3— 3~ 3
2 va+yb-Vasb
A2 BIXN2 Oxy2 A) 3ab(a+b) B)a+b Q) a’+b’
D)1 E) -x*/y/2 D) ab E) 3ab
28. Determinar el valor de 32.  Reducir
m? +mPrf +n?-2m’n+2mn®-2mn N
. n+2m Y113 + 722 22,3
! 2/2 - 1
VT2 25 /B
11-y29 +13
142913 A)3 B) 25 o) 12
b V29 D)6 E) 15
JiT+ (13

33. Si O0<a<1 ; reducir

A)2 B) 1 C) -1

1-a?
D) -2 E)3 al
29. Indicar su denominador racionalizado de
2¢x + 1 A)a B) 1/’ Q) l/a
T y2x +yfx+ 1 D) a’ E)2a
A) x+2 B) x+1 ) x-1 34. Transformar a radicales simples
D) 2x+1 E) 2x-1 V3x+/6x(1 +2a) - daGa r D -1 ,

30. Hallar el equivalente de la suma
I 1

indicando un radical simple.

S = + +
V38 y5:2/6 1~ 2a I+ 2a
A) B) | ——
P S ("n"sumandos )
7+4/3 o) |22
N 2

A) yn+1 B)yn«i-10C/n-1

D) 2-a E) 6x +2a + 1
D)yn+1+1 E) yn+1+yn N 2 2

www.FreeLibros.me
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35. Hallar el valor de

3 3
4152+ (4 /T5)°
3 3
(6 +4/35)% - (6 - /35)*

a3 B) 2 ol
5 13 7
D) L g 13
13 9

36. Racionalizar

|

e indicar el denominador racionalizado.

A) a’+b? B) a’-b? Q) a'+b?
D) (a-b) E) a+b

37. Si:

Calcular a+b+c

A)1/3+3/2 B)2 o)1
D)3 E)I/3

38. Racionalizar las expresiones

8
(12 VA VBY- B
4

-z ZD

100

Y dar como respuesta el producto de
denominadores racionales y positivos.

A7 B) 100 Ol
D) 35 E) 14

39. Luego de racionalizar
1

GB+0GRBD+BGE D

indique el denominador obtenido.

A)2 B)3 C)4
D)6 E) 12

40. Simplificar la expresién

Jica I-a ][ L]l}
lva- T2 fi-a-1+a

a’ a

si 0 <ax<l

A) -2 B) 2 C) -1
D)1 E)O
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4 TE 4 ¢ @ _2 A
s e _15 T¢ 25 ['B
6 _I'B e A _26 [ B
7 A 17 A 27 ¢
8 TE 18 e 28 "B~
9 [T 19 Mg 29 c
10 [T 20 [ g 30 I8

3] A
2 s
33 c
.34 1 B
35 D
36 D
37 T E
38 A
39 c
A0 1e
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CAPITULD

Analisis combinatorio

Gottfried Wilhelm Leibnitz
(1646-1716)

Fue politico, historiador, jurisia,
filésofo, pedagogo, viajero de origen
aleman, fa mente mas universal de su
época. Se pasaba dias enteros en la
biblioteca dg su padre, lefa indiscrimi-
nadamente a Platén, Aristoteles,
Cicerén, Descartes, y a los 15 afios
era estudiante de la Universidad de
Leipzig donde asombraba a sus
profesores, a los 19 anos quiso recibir
el grado de Bachiller pero es impedido
por su juventud, a los 20 afos escribe
Disertacion del Arte Combinatorio, a
ios 21 afios recibe el titulo de Doctor
en Derecho, a los 26 afios se
encuentra en Paris, alli es donde
comienza el periodo mas fructifero y
relativamente constante de sus
trabajos de matematica, paralelamen-
te a Newton descubre el Calculo ,
Diferencial, desarrollé notablemente P
"ElAnalisis Combinatorio”.

Murié cuando escribia la historia de la
familia Brunswick en la Biblioteca de
Hanover.

(p _ p(p-1)(p-2)..(p-q+1)
q 12.3.g

geN;peR
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La probabilidad de ganar

D’Alembert, celebre matemdtico, e1v6 la solucion de este sencillo problema: “Sise arroja
dos veces una misima moneda a cara o cruz, écudl es la posibilidad de obtener cruz porlo
menos una ves?”

El matemético respondié que sélo habia tres casos posibles: crus en el primer tiro, crus
en el segundo o crus en ninguno. Es decir dos casos favorables sobre tres posibles.

Pero en realidad los casos posibles sou cuatro:

Primer tiro Segundo tiro
1. Cara Cara
2. Cara Crus
3. Cruz Cara
4. Cruz Cruz

La probabilidad de ganar se da en 3/4, ya que en el primer lanzamiento la mitad de los
casos es cruz; de la mitad restante el 50%, es decti-la 1/4 parte del total seréG también cruz.
La probabilidad total es pues 1/2 + 1/4 = 3/4

Un negocto redondo

Yuan, un estudiante de matemdticas, propone el siguiente negocio a un aniigo SUYo
lamado Alfonso.

“Tomemos el dia | del mes préxinio como punto de partida. Yo te daré cada dia
1000000 de soles durante todo el mes. A cambio, tii me dards el primer dia I sol, el segundo
2soles, el tercero 4 soles y asi sucesivamente. iAceptas el trato?

Alfonso, muy seguro de que a su amigo el estudiar tantas matemdticas le habla
ablandado el cerebro, acepta rdpidamente, y entpiexa a hacer proyectos para emplear el
dinero que va a pagar. Sin embargo, Juan hace cdlculos para saber cudnto le rentardn sus
ganancias si las coloca en un Banco e interés compuesto.

EQuién tiene razon en su optinisio?

Un sencillo cdlculo nos dard la respuesta:
Suan pagaré a Alfonso: 30 x 1000000 = 30 000 000 soles

Alfonso pagaré a Juan: 1 +2 +4 +8 + ... ; es decir, la sima de una progresion
geométrica,
ré -] 2901 W0 -
Sy=a, — ycomo a,=1yr=2,sale S;;=1I. > =2" - 1=1073 741 823 soles
P Z

Por tanto, Juan ganard imds de mil millones de soles

Fuente. nciclopedia Temdtica - brgos Vergara.
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| Analisis
/' combinatorio

OBJETIVOS .
Comprender los dlversos arreglos ¥
alglin conjunto. -

« * Dotar al Jector de 10s ¢

~ los problemas de an,

il cciones que sea; pos;ble formar con los elementos de

mentos dej jLuClQ afinde que enlo postenor aphque en la resoluci6n de
combinatorlo y pmb bmdades que surgen enel transcurso de lavida

cofidiana..,
+ Diferenciar la utilidad de una orden ()n, permutamén o combmacxén que estén relacnonados
con el factorial, “ - e ‘
INTRODUCCION

En este capitulo veremos la teoria de coordinacién (permutaciones, ordenaciones, combinaciones).
Citaremos algunos ejemplos donde podra distinguir la diferencia y la afinidad entre cada una de ellas.

I.  Un aficionado a la carrera de caballos juega al “tiercés” (apuesta ........ los tres primeros caballos de una
carrera), los caballos son designados con las iniciales A, B, C.

éCudles son las posibles 6rdenes de llegada y cuéntas son?
En este caso el apostador tendra que ordenar a estos tres elementos A, B, C; veamos las posibles

llegadas:
“Ai BT R { . } & ‘
SR Y S P N - B
B 1 _A C i B _l_A_

De aqui concluimos que existen 6 formas de llegar.

. Volvamos al hipédromo, iun dia de gran premio! A la partida tenemos 20 caballos que designaremos
por medio de nimeros {1, 2, 3, ....... , 20}. Nuestro jugador deshace, dando muestras de prudencia,
viene a consultar para preguntar cuantos “tiercés” tiene que jugar en total para estar seguro de ganar
en el orden, -recordando que {1,2,3} es diferente {2,1,3}. El problema consiste en determinar de
cuantas maneras pueden ordenar veinte objetos de tres en tres, considerando que dos ordenamientos
que comprenden los mismos elementos en orden diferente son distintas. A320 =20 x 19 x 18 =6 840
(6 840 tiercés)

IlI. Volvamos con el apostador. Si 6 840 tiercés es demasiado oneroso para su bolsillo puede renunciar
a “cubrir” todas posibilidades de llegada y conformarse con una ganancia (en el desorden). Por
consiguiente, para él, un tiercés como {3,4,5} es idéntico a {4, 5, 3}; {5, 4, 3}; {4, 3, 5}, etc., en lugar
de jugar los 6 drdenes posibles, sélo jugara uno.

De donde el nimero de combinaciones es entonces 6 veces menos elevado que en el de las

20
. 20 Aj
ordenaciones. C3 = T

Este ltimo jugara solamente 1| 140 tiercés.
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FACTORIAL DE UN NUMERO NATURAL

Se define al factorial del nimero natural “n” como aquel producto que resulta de muttiplicar todos
los nimeros naturales desde la unidad hasta el niimero n.

La simbologfa a utilizar serd: n!;|n; n|

Se lee: el factorial del nimero “n” o “n” factorial.

Matematicamente:
C_ft s osin=06n=1
k23 anysineN o« ne2
Ejemplos: 3=1x2x3=6
51 = Ix2x3x4x5 = 120
(- 1/3)! no esta definido, porque -1/3 ¢ N
PROPIEDADES

Resolucion:
Al operar tendremos

2. Siila=1p —=a=bvabeN M+246 25 _ s 1
125 (1 + 26 + 27.26) 27 (1 + 26)
N

Ejemplo:

Al efectuar la expresion — ’
27 . 27
1

Jl+l2+3 | 125

2 B 1
125+ 126 + 27 T 3.3 9
SEMIFACTORIAL DE UN NUMERO NATURAL
Notacién 1 6 nll Ejemplo 2
Se define Expresar 2D enfunciénde |n ; neN
™ ..
% 1% 3% 5% e, n ., si “n” es impar Resolucion:
o= o T =2 x4 %6 ... (2n)
| 2x4x6x ... n ,si“n” espar I—@
Ejemplo 1: I = Ix3x5x7 = 105 =_(]1 szz)(xz;xz ) (3X ;23( ; (5 in) )
811 = 2x4x6x8 = 384 TR AR R TEE
“n” veces
N+ nl! .
(n)!' = n @— -9 n
252
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CAPITULO X

Analisis combinatorio

ORDENACIONES

Dados los elementos a, ; a,,
define a una ordenacién (de orden) como aquel
sub-conjunto capaz de ser formado ya sea
tomando parte o el total de estos “n” elementos,
los mismos que lograran distinguirse ya sea por la
composicion de sus elementos o por el orden de
seguimiento.

Asi por ejemplo diremos que las
ordenaciones binarias de los elementos: a, b, ¢
son seis, siendo éstas: ab, bc, ca, ac, ¢cb, ba.

Para representar una ordenacién usaremos

.2 n
la notacién: Ay, o A,

Observemos que: n > k > 0 (acorde
con nuestra definicién) y en el caso
particular en que k=0, la ordenacion
de estos “n” elementos dispuestos de
cero a cero ofreceria como Gnico subconjunto al
vacio, puesto que no contendria elementos.

PRINCIPIOS FUNDAMENTALES DEL CONTEO
Nos permite determinar el ndmero de
posibilidades diferentes que tenemos para
efectuar tal o cual accién.

I. Principio de adicién

Ejemplo 1

Arturo desea viajar de Lima a Chiclayo, contando
para ello con 7 lineas terrestres y 4 lineas aéreas.
«De cuantas maneras distintas puede realizar su
viaje?

Resolucion:

Lima

Viaja por aire
4 =11

Viaja por tierra
7 +

puede realizar su viaje de 11 maneras distintas.

Principio de adicién

Si un evento designado como A se puede realizar
de “a” maneras diferentes y otro evento B puede
realizar de “b” maneras diferentes (A y B no
simultaneamente) en total pueden realizarse de
“a+ b” maneras diferentes.

II. Principio de multiplicacién

Ejemplo 2

Cuando Arturo va a la universidad lleva
siempre dos libros (de cursos diferentes)
pero el cuenta en el ciclo con tres libros de
andlisis matematico (A, B, C) y 2 libros de
algebra lineal (D,E)

(De cuéantas maneras distintas podra llevar
sus libros?

Resolucion:
Anlisis Algebra
Matemético Lineal

As—asp Puede llevar de 6
B maneras
;g. E diferentes.
C Z
Principio de multiplicacién

Si un evento designado por A ocurre de “a”
maneras diferentes y para cada una de ellas otro
evento designado como B ocurre “b” maneras
diferentes, entonces el evento A seguido del otro

evento B o ambos A y B ocurren simultaneamente
de “a. b” maneras distintas.

NUMERO DE ORDENACIONES

TEOREMA

El nimero de ordenaciones de “n” elementos
(distintos) dispuestos de “k” en “k” es igual al
producto de los “"k" numeros naturales
consecutivos desde [n-(k-1)} hasta n.

Es decir:
Al -n.(n-D@- 2 n-k-1]; M
k>0 nzk n,; kel
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Algebra

Demostracion:

Como el nimero de ordenaciones de “n”
elementos dispuestos de k en k es igual al
numero de todos los subconjuntos ordenados de
k elementos del conjunto que contiene n
elementos. Pues es evidente que el primer
elemento del subconjunto podra ser elegido de
“n” modos, mientras que el segundo elemento
del subconjunto sélo podra ser escogido de “n-1"
modos. Pero como cada una de las maneras de
escoger al primer elemento puede unirse con
cada una de las maneras de elegir al segundo
elemento, pues tendremos n(n-1) modos de
elegir los dos primeros elementos al construir un
subconjunto ordenado de k elementos.

Escogidos estos dos primeros elementos,
quedan aun (n-2) posibilidades para escoger al
tercer elemento y una vez més cada una de estas
posibilidades podra realizarse con cada una de
las posibilidades de escoger los primeros dos
elementos, o sea que, la opcién de realizar a los
primeros tres elementos serd de: n{n- 1)(n-2)
modos. Siguiendo este andlisis el ltimo, es
decir el k- ésimo elemento del subconjunto de k
elementos podra ser escogido de [n-(k-1)]
modos, ya que al elegir este elemento k-ésimo,
“k-1" elementos ya habrian sido escogidos,
quedando tnicamente {n-(k- 1)] elemento.

De modo que para el nimero de

posibilidades que se tendrian hasta este k-ésimo

elemento sera de: n(n- 1)(n-2) ........ [n-(k- 1)]
Con lo cual queda demostrada la férmula (1)

Ejemplo 3

iDe cuantas maneras podrd ser elegido el
delegado y subdelegado, en un salén constituido
de 20 alumnos, bajo la condicién de que cada
alumno pueda ser elegido sélo a uno de estos
cargos?

PERMUTACIONES

Resolucién:
Asumamos que primero se eligiera al delegado.
Puesto que cada alumno del grupo tiene la
posibilidad de ser elegido como delegado, es
evidente que existan 20 maneras de ser elegido.
Luego cada una de las 19 personas que quedan
tendrdn la facultad de ser tomadas como
delegado suplente. De modo que cada unc de
los 20 modos de elegir al delegado tendra que
relacionarse con cada una de las 19 posibilidades
de obtener al subdelegado. Es decir existiran
20 . 19 = 380 maneras de elegir al delegado y
subdelegado de este salén.

Ejemplo 4

¢De cuéntas maneras diferentes podran sentarse
cuatro personas al entrar en un vagén de
ferrocarril que posee seis asientos?

Resolucion:

La primera persona podré escoger su asiento de
seis maneras, la segunda de cinco, la tercera de
cuatro y la cuarta de tres, ademas como cada una
de estas maneras puede asociarse con cada una
de las otras, pues, resulta que podran sentarse de
6.5.4.3 =360 maneras distintas.
Observacién: Si multiplicamos y dividimos por
in-k en (1) obtendremos

n_ nn-1n-2..n-&-1ln-k

A

k n-k

A§= b ; nkelN A nz2k
n-k

Se define como aquel caso particular de una ordenacién en la cual los “n” elementos se disponge-

de n en n.

De donde podemos desprender que las diferentes permutas sélo varian en funcién al orden ¢=

elementos.

Asi que todas las permutas que podriamos obtener con los elementos: a, b, ¢ serfan seis a sabe~
abc, acb, bac, bea, cab, cba
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CAPITULO X
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NUMERO DE PERMUTACIONES

TEOREMA -1

El nimero de permutaciones de n elementos (y
que designaremos por P,) serd igual al namero de
todos los subconjuntos ordenados de n elementos
del conjunto que contiene “n” elementos.
Matematicamente:

P, -A)=n{n- D@-2)...... 2.1: o
neN 1n:2

Ejemplo 5

Enuna reunién 4 personas manifestaron su deseo
de hacer uso de la palabra.

<De cuantas maneras sera posible disponerlas en
la lista de oradores?

Resolucién:

El primer orador tendra la posibilidad de ser
escogido de cuatro modos, mientras que el
segundo, como es evidente, tendrd tres maneras.
Pues ahora sélo quedan dos personas que
pretenderan ser elegidas en el tercer puesto de
esta lista de oradores y como es légico, s6lo hay
dos maneras de llenarlo. Finalmente el cuarto
orador ya no tiene ninguna opcion en vista de que
intervendra como ltimo.

Pero como cada manera de escoger al primer
orador puede combinarse con cada manera de
escoger al segundo orador y con cada una de las
dos maneras de escoger al tercer orador, pues el
nimero de modos de hacer la lista de oradores es
jguala 4.3.2.1=24

. TEOREMA 2 o

Si “p,” representa el numero de permutaciones
distintas de n elementos tomados de n en n,en
donde exista un primer tipo de « elementos
iguales entre si, B elementos iguales de un
segundo tipo, y elementos iguales entre si de un
tercer tipo y asf sucesivamente, entonces

o
B lalbly -

Demostracion:

Si sustituyéramos los & primeros elementos
iguales por o objetos diferentes entre si y
también de los elementos restantes, entonces de
cada una de las P, permutaciones obtenidas

podemos tener la permutaciones diferentes

permutando los « nuevos elementos entre ellos
mismos. Luego de las P, permutaciones

originales obtendremos P, . lo. permutaciones

conteniendo cada una f elementos iguales entre
si, vy objetos iguales entre si, etc. Andlogamente
al sustituir estos B elementos iguales por B

'

elementos diferentes, obtendremos: P, . & .

B permutaciones, conteniendo cada una y

elementos iguales entre si, etc.
Al seguir este proceso finalmente podremos

obtener: P, . o . B .y . .. = n

permutaciones, cada una de las cuales estarfan
formadas con “n” objetos distintos.

Ejemplo 8

Determinar el nuimero de permutaciones
diferentes que serian posible formarse con las
letras de la palabra acacias.

Resolucién:

La palabra contiene 7 letras, de las cuales 3 son
“a”, 2 son “¢" y el resto diferentes. De modo que
aplicando el razonamiento anterior tendremos

_ T _17865.4321 _
Fr= 1312 32121 420

Ahora consideremos el mimero de arreglos de n
elementos diferentes alrededor de un circulo.
Cada uno de tales arreglos se denomina una
permutacién circular o ciclica. Primero
consideremos a los n elementos distintos
ordenados en linea recta y designemos a uno de
estos con “A”, y en torno a la posicién que puede
ser al inicio o final realicemos los diversos
arreglos permisibles pero solo a nivel de los “n-1"
elementos restantes. Sin embargo, cabe notar
que esto no se daria en una permutacion circular,
donde la posicion del elemento A debe
considerarse fija y los “n-1" elementos restantes

podrédn arreglarse de in-1 formas distintas

respecto a A. De aqui surge el teorema
siguiente:
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Un niimero igual de arreglos podrén obtenerse
sentando a los hombres en los lugares de
nimero impar y a las mujeres en los lugares
con numero par.

Por tanto, el nimero total de formas diferentes

serdiguala: 2.3 .3 =72

TEOREMA 3

El nimero de permutaciones circulares de “n”

objetos diferentes es iguala n-1

Ejemplo 9
Deseamos ubicar a un grupo formado de 3

hombres y 3 mujeres de un modo tal que ellas - Casob: . .
queden alternadas con ellos. Averiguar el Sentemos primero a las mujeres alrededor de
nimero de formas de hacerlo si: la mesa en 2. formas (segin el teorema 3).

a) Se sientan en linea recta.

b) Se sentarian alrededor de una mesa circular.

Resolucion:

+ Caso a: realizarse de 3 formas. Por lo tanto, el
Consideremos inicialmente que las mujeres se
ubican en los lugares con niimero impar y los

Luego quedarian 3 lugares alternados para
sentar a los tres hombres y esto podra

ntimero total de formas diferentes seré igual a

hombres en los lugares de namero par, 2.3 =12
pudiendo realizarse esto de 3 . 3. formas
distintas.

/C OMBINACIONES |

DEFINICION

Recibe el nombre de combinacién cada uno de los diferentes grupos que puedan formarse tomando a
todos o parte de los elementos de un conjunto, sin considerar el orden de sus elementos.

iy . . n
Para su representacién usaremos la simmbologia C ; C ;"
(n.k) k "

TEOREMA Demostracion:

De cada combinacién de “k” elementos diferentes
podremos formar Lk ordenaciones. Por tanto, de

El nimero de combinaciones de “n” elementos
n

diferentes tomados de k en k, (designado por C . .

(desig b k) todas las combinaciones podemos tener un total de

viene a ser aquel namero de maneras en que estos

“n” elementos pueden juntarse con la condicién de

que cada grupo se diferencie de los demas por lo ordenaciones de “n” elementos distintos al ser
menos en un elemento, sin interesar su orden.

C;zl_k_ pudiéndose igualar al ndmero de

tomados de k en k. Porlo tanto: C: ko= AE
Matematicamente:
* De donde
al - n(-D@-2)...in- k-D}, en . B D@2 (n-(k DI o
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Analisis combinatorio

Ejemplo:

Un grupo de alumnos de la facultad de ciencias,
requieren ser evaluados en matematica por una
comisiéon formada de dos profesores, De
cuantos modos podrd ser compuesta tal
comisién, si en esta facultad existen cinco
profesores de matematica?

Resolucion:

Designemos a los profesores por A, B, C, D, E, con
los cuales serd posible formar las comisiones

Se desprenden 10 comisiones de evaluacién.

Como es natural la resolucién de este
problema suscitara un sentimiento de
insatisfaccién. En efecto. sila cantidad
de profesores no fuese de cinco, sino
de catorce y la comisién quede conformada de
siete. Pues el intento de obtener el resultado con
el mismo método seria un fracaso, ya que en este
caso se podrfa obtener de mas de tres mil
comisiones de examinadores. De esto surge la
necesidad de deducir férmulas genéricas que
resuelvan este tipo de probleimas.

014

A
P

Corolario:
El nimero de combinaciones de “n” elementos
diferentes tomados de k en k, es posible obtenerla
de otro modo.
Si multipticamos y dividimos por 'n-K
n(n-1)(n-2)... In-(k-Di
K. n-k

{n=K

aquf el numerador es el IL

en consecuencia

C =

n n_
k :L.'P—'{

Ejemplo:

Un estudiante dispone de una biblioteca con 12

libros, éde cudntas maneras podra realizar una

seleccién de 5 libros?

a) Cuando un determinado libro sea incluido
siempre.

b) Cuando un determinado libro sea siempre
excluido.

Resolucién:

Caso a:

Si queremos que un libro especifico esté siempre

incluido en cada seleccién, tendremos que

escoger sélo 4 de los 11 restantes. Por ello el
numero de maneras sera
11 11.10.9.8.
cl=-B - Z _330

47417 T 1.2.8.4(7

Caso b:

Si queremos que un determinado libro no
participe enla seleccién, tendremos la posibilidad
de seleccionar 5 libros de los 11 restantes.

Es decir, el niimero de maneras sera

11

8 11.10.9.8.7l
Cs 6B~

12345 ~ 162

PROPIEDADES GENERALES DE C‘;

I.  El naimero de combinaciones de “n”
elementos diferentes tomados todos a la vez
es la unidad, es decir

[I. Combinatorios complementarios
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lil.  Suma de niimeros cornbinatorios En efecto, cuando: n =1 » k = 0,
‘ obtendremos
: 1 1 2
{Cn k+ mcml ; ":’k\i Cp+C=C—1+1=2
- Cuando: n =2 ~ (k=0 v k=1) tendremos
Demostracion: C(2) + C? = C? —1-+2:=3
n _ In In 2 2

Ck+ Ck+1"|3_|n-k+ k+1 {n-(k+1) C1 + C2 = Cg - 2+1=3

_ ln {Lb_l+ ka}
Tlktiln-k | kO n-k-l

o {(k+1)J,g+(n—k)m-x—1
Therlink | ln-k-1 }

_n@m1) = [ptl ntl
“lHink Elnk Ckl

Ejemplo:
La suma de

4 5 6 99 ‘.
Cl + C2 + C3 F orereenns + C96’ sera:
Resolucion:

Sumando y restando Cg =1 y luego

utilizando la propiedad anterior se tiene:

4., 5 6 9 _ 4 _ 100
Co+C +Cy+Cs+ ... Ci-Cy =Cy-
Iﬂ/_i
ci + C3
L.W__l
c§ + c§
e ——
cl +
.. v
99 99
Cos+ Cog
I__W_.__l
100
Cls

Esta propiedad nos permite encontrar de
manera sucesiva a los némeros
combinatorios.
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A continuacién cuando n = 3y (k=0, 1, 2)
cbhtendremos

Cg+C?:C?-—-1+3:4
3 3 4 o
- ~3.3-6
3 3 4 )
ChrCy-Cim3-1-4

Ordenando a estos nimeros en forma de
una tabla triangular tendremos

2
% G
I
© a9 9 S

A la disposicién de elementos en los cuales
los ntimeros resultan ser la suma de los dos
que estan por encima en la linea precedente
(a excepcibn de los extremos) se denomina
“Tridngulo de Pascal”. Siendo este

1 5 10 10 § 1
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IV. Degradacién de indices.
Todo nimero combinatorio puede
degradarse, como:

Degradacién de ambos indices

n_n n-1
Ck = —. Ck»l

Degradacioén de indice superior

r —

n n 1
C =—.C
kK nk

n-
k

Degradacion de indice inferior

n_ n-k+1 n
Ck = " ’Ck~1
Ejemplo 1

Al simplificar;

20 20 19 (I8
8 7 6 5
18 18 19 20

5 "€t Cpr Cy

Resolucién:

Para el numerador

Aplicando degradaciones sucesivas
21 20 19 18 21
—.=.—=.C_ =¢C
8 7 6 5 8

, se obtiene:
C

Para e] denominador

18 18 19 20
D= Cg +C4 +C, +C,
l—V—J

19 19
Cs + C,

21
~ D=C,

Como el numerador y el denominador son
iguales, la expresion pedida resulta ser 1.

Ejemplo 2
La suma de
n+j n+1 n+l
. C] 2. C2 3. C3
+ + + ...
n n n
C0 Cl C2
n Cn+]
n .
- —_— sera:
Al
n-1
Resolucién:

Degradando el numeradoren cada sumando
tendremos

l.(n+1/)€g/ 2'11;] Q/
-

=(+DA+1+1+..... + 1) =n(n+1)
—

“n” veces

Ejemplo 3
Al resolver el sistema indicado

C i;xfls) = C;i;” ; proporcione x. y

Resolucién:

2(x+6) =x*-23 A {4y-1 = y+2 vay-14+y+2
=2x+12}

Luego

xX-2x-35=0 A {y=1v5y=2x+11}
=>x-7(x+5)=0

x=7 6 x=-5
La igualdad s¢lo admite x =7,
entonces y=1 6 y=5
Porlotanto xy=7 6 xy=35
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Problemas Resueltos

Probiema 1

¢De cuantas formas se puede seleccionar una
consonante y una vocal de la palabra “estudio”?
Resolucién:

La palabra “estudio” posee 3 consonantes s, t, d
y4vocales e, u,i,o.

De ahf, que para seleccionar una consonante
tenemos 3 opciones y para seleccionar una vocal
tenemos 4 opciones. Por ser acciones
independientes; podemos aplicar el principio
de multiplicacién, y el nimero total de formas
de seleccién es 3.4

- Existen 12 formas en total

Problema 2

Un investigador privado desea acceder a una
informacién confidencial, para ello debe ingresar
un “password” (palabra secreta de acceso) a la
computadora. Si dicho “password” posee 3
caracteres (letras y/o nimeros), icuédntos intentos
tendra que realizar el investigador para encontrar
el “password”?

Nota: El alfabeto posee 25 letras.

Resolucién:

Para resolver el problema nos vamos a apoyar de
un grafico, que nos represente el “password”.

ENENES
1 ! 1
35 x 35 x 35

El primer carécter se puede escoger de entre 25
letras y 10 digitos (del 0 al 9) es decir de 35
posibilidades. Luego el segundo y tercer caracter
también nos ofrecen el mismo nimero de
opciones. Como son sucesos independientes se
puede aplicar el principio de multiplicacién.

-. Existen 35° intentos posibles.
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Problema 3

Del problema anterior, puede Ud. indicar
{cuantos intentos realizard el investigador si
dicho “password” tiene por lo menos 2
caracteres diferentes?

Resolucion:
Si como minimo 2 caracteres son diferentes;
entonces podemos lograrlo de 2 formas:

I. Dos caracteres diferentes
LA [ B8 ]c]

T 1 1
35 X 34 x 34

El primer caracter puede ser seleccionado
de entre 35 opciones tal como lo habfamos
visto en el problema anterior. Ahora una
vez escogido el primer cardcter, ya no
podemos seguir seleccionando; ya que 2
caracteres deben ser diferentes; entonces
para el segundo caracter sélo tendrermnos 34
opciones, con esto ya se salisface la
condicién; por eso que el segundo caracter
seleccionado puede también ser escogido
en la 3ra. posicion.

Con esto afirmamos que para la 3ra.
posicién también tenemos 34 opciones, por
ser selecciones independientes aplicaremos
el principio de la multiplicacién y tenemos
35.34° intentos.

II. Tres caracteres diferentes:
B | ¢ |

LA ]
N —

35 x 34 x 33

Ahora para la primera casilia tenemos 35
opciones, una vez escogido el caracter, nos
quedan 34 opciones y una vez escogido este
caracter, nos quedaran sélo 33 opciones
para la tercera posicién.
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Asftendremos 35.34. 33 intentos.

Finalmente de I) y II) por ser 2 formas de
satisfacer nuestro requerimiento, debemos
aplicar el principio de adicién, existiendo
35.34% + 35. 34. 33 intentos posibles.

Existen 79 730 intentos posibles.

Problema 4

La compania telefénica desea saber cuantas
lineas como maximo puede instalar en San
Martin de Porres cuya serie es 531. Tal misién es
encargada a un empleado de la seccién de
operaciones. (Puede Ud. indicar la respuesta de
dicho empleado?

Resolucién:

Los niimeros telefénicos poseen 7 caracteres; as{
nos podemos apoyar en un grafico

EIENEEENENEN KN
— 1 1 1

fijo

10x 10x 10x 10

La serie de San Martin de Porres se mantiene fija
ocupando las 3 primeras casillas. La 4ta. casilla
debe ser un digito, entonces tenemos 10
opciones (del 0 al 9). Igualmente la 5ta. casilla,
la 6ta. casilla y 7ma. casilla tienen el mismo
niamero de opciones. Al final como cada
seleccién es independiente; por el principio de
multiplicacién, tendremos 107 niimeros
telefénicos diferentes.

Por lo tanto, se pueden instalar hasta 10 lineas
telefonicas en San Martin de Porres.

Del problema anterior, puede indicar, {cuantos
rximeros telefénicos no poseen a las cifras 4, 7y
3. v el mimero formado por las 4 iltimas cifras
como minimo debe ser 6 000?

Resolucion:

Este problema podemos resolverlo apoyandonos
en el grafico

(s [ef[1[2]3]
R T S

N —

fijo 2x Ix 7Ix 7

Nuestro problema esta en seleccionar los digitos
en cada una de las 4 casillas tltimas, asi, en la
4ta. casilla, el menor digito a seleccionar debe ser
6 por condicién (namero mayor a 6 000) pero no
podemos seleccionara7nia9. Asinos quedan
2 opciones: 6 y 8. Parala 5ta. casilla, 6tay 7ma
casilla podemos escoger cualquier cifra diferente
de 4, 7 y 9 asi nos quedan 7 opciones.

Por lo tanto, existira 2.7° niimeros telefénicos con
tales caracteristicas.

<Cuéntas placas de automoévil se pueden registrar
como méximo, tales que comiencen con C y
terminen en 5?

Tener en cuenta que la placa de automévil se
compone de 3 letras seguidas de 2 digitos, y el
alfabeto tiene 25 letras.

Resolucién:

Nos podemos apoyar en el grafico

Lelalwla]s]
1 1 1 ! t
fijo 25x 25x 10 fijo

Para la 2da casilla, tenemos 25 opciones (letras
del alfabeto) igualmente para la 3ra casilla y para
la 4ta casilla que debe ser completada por un
digito, tenemos 10 opciones. En total 25°. 10
formas.

Por lo tanto, se pueden registrar 6 250 placas con
esas caracteristicas.
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Prebiema?

En una reunién cumbre de los presidentes de los
paises de América donde participan 24 paises
debidamente representados se desea tomar una
foto que rememore tal acontecimiento. (De
cudntas formas se pueden ubicar los presidentes,
si el presidente peruano debe ir siempre
acompanado al lado izquierdo del presidente
ecuatoriano?

Resolucion:

Si graficamos la situacion, tenemos

LI fefel| | [ |

I

A las casillas tomadas por los presidentes
peruano y ecuatoriano la podemos considerar
como una sola ya que ellos son “inseparables”,
entonces tendremos 23 casillas, entre las cuales
se pueden permutar las posiciones de todos los
presidentes, por lo tanto, en total hay 23 formas
de tomar la foto.

Preblema 8

De un Congreso de estudiantes de Ingenieria a
nivel del Pen, a la hora del almuerzo, en una de
las salas se encuentra un grupo de participantes
donde 10 son del interior y 5 son de la capital.

¢De cuantas formas se pueden seleccionar los
alumnos para almorzar si en cada grupo debe
haber 3 estudiantes del interior y 2 de la capital?
Resolucidn:

En cada grupo hay 5 personas, de las cuales 2 son
de la capital; a los cuales debemos escogerlas de

entre 5; entonces tenemos Cg formas de hacerlo.

Igualmente de los 3 estudiantes del interior a
10
3

formas de hacerlo. Como cada seleccién es

5 10
9 - C3 formas de

seleccionarde los 10 que hayenla salatenemos C

independiente tenemos C

lograrlo.
Por lo tanto, se pueden formar 12 grupos de
alumnos.
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Probiema 9

En una reunién familiar se encuentran el padre
de familia, su esposa y sus 3 hijos.  Si estan
alrededor de una mesa circular entreteniéndose
con un juego de salén. (De cuéntas formas se
pueden ubicar alrededor de la mesa si los 3 nifios
deben estar siempre juntos?

Resolucion:

Podemos graficar

Estamos frente a un caso de permutacion circular
ya que deseamos saber cuéantas formas
diferentes de ubicacién pueden tener los
elementos de la familia. Pero si los 3 chicos
estdn siempre juntos podemos considerarlos
como un sélo elemento. Asi tendrfamos 3
elementos a permutarse circularmente, habian
entonces 2! formas.

Pero los 3 nifos también pueden permutar sus
posiciones de 3! formas. Luego en total
tendremos 2! . 3! formas posibles de
ordenamiento.

Por lo tanto, la familia puede disponerse en la
mesa de 12 formas diferentes.

Prohlema 10

{Cuantas ordenaciones diferentes se pueden
hacer con 2 camisetas de la seleccién peruana, 4
camisetas de Universitario de Deportes y 2
camisetas de Alianza Lima, dispuestas en forma
lineal?

Resolucién:

Apoyandonos en el gréfico

Lplufuufufajale]
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Resolucién:
En primer lugar de los m objetos iguales
podemos seleccionar a 1, 2, 3, ... m objetos o
quizds no seleccionar ninguno; tenemos
entonces (m+ 1) posibilidades. De ahi de los n
objetos iguales, similarmente, tenemos (n+1)
opciones. Adicionalmente, si ahora p objetos
son diferentes para cada 1 de ellos tengo 2
opciones: lo escojo o no lo escojo. Asi en total,
debo tomar 2° opciones.
Finalmente como cada una de las selecciones es
independiente.
En total tendremos:
(m+1)(n+1)(27) formas de seleccién, pero este
nimero incluye a una, aquella que no escoge a
ningtin objeto la cual debemos desechar. Asf{
tendremos en totak:

(m+D(n+1)2° - 1

Prohlema 15

Silos “n+1" nimeros a, b, c,d,...z ; {a,b,c,
d, ... z} ¢ Z* son todos diferentes y cada uno de
ellos es primo, demostrar que el nimero de
factores diferentes de la expresiéon

ahed ...z ; neZ* es (n+1)2"- 1
Resolucion: '

Para esta demostracién debemos saber que un
namero primo sélo tiene como factores a 1 y al
mismo numero. Asi, deduzcamos los factores de
cada uno de los nimeros incluidos en

1. De a", podemos tener como factores a 1, a,
a’, @, ... &% es decir (n+1) factores.

2.  De b como es primo sélo tenemos a 1 yb
como factores, es decir 2 factores.

3.  De ¢ como es primo sélo tenemos a 1 y ¢
como factores, es decir, 2 factores.

Podemos continuar y los demas nimeros
poseen 2 factores, la unidad y el mismo numero.
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Como el proceso de seleccién de factores es
independiente, por el principio de multiplicacién
tendremos:

n+1)2.2.2.......2=(n+1). 2" factores

“n” veces

Pero este nimero de factores incluye el factor
trivial 1

Existen (n+1)2" - 1 factores diferentes.

Problema 16
Resolver a la ecuacién expresada como

(n+3)! (n+5)!
(n+3)! + (n+4)

= 120

Resolucién:
En el denominador usemos la degradacién a fin
de que
(n+3)! (n+5)!
(n+3) + (n+4) (n+3)!

= 120

- (n+5) (n+4)!
1 + (n+4)

= 120

De donde (n+4)! = 5!
—=n+4=5

~n=|

Problema 17

Simplificar

[11+3 11 11 2
11 .5 .2 .9
1 (u
o .l

.11
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Debemos permutar las posiciones de las
camisetas, pero varios de ellos se repiten.

Entonces podemos ver que si consideramos
todos diferentes tendriamos 10! ordenaciones ,
pero 2 son iguales a la camiseta de Per, estas se
pueden disponer de 2! formas, cada una de ellas
iguales, entonces estarian repitiéndose, por ello
en el total debe estar contenidas estas 2! formas,

habrian entonces %'— formas “distintas” de
ordenacién. Pero similarmente hay 4 camisetas
de Universitario de Deportes y 2 de Alianza Lima
que pueden permutarse de 4! y 2! formas las
cuales se estarfan repitiendo; en el total
encontrado asf para evitar que se repitan;
tendriamos que dividir el total entre el nimero de
10!
21412

ordenaciones iguales. Tenemos

Por lo tanto, se pueden ordenar las camisetas de
37 800 formas distintas.

Problema 11

<De cuéntas formas se pueden ordenar en una
fila 15 automéviles del mismo modelo si 5 son
azules, 4 negros y 6 son rojos?

Resolucion:

Como se trata de automéviles del mismo
modelo, en total si permutamos las posiciones de
cada uno de ellos tendriamos 15! ordenaciones
pero hay algunos de ellos que son iguales.

Asi, de los 5 azules iguales podemos encontrar 5!
ordenaciones todas ellas iguales contenidas en el
total, igualmente de los 4 negros, tendremos 4!
ordenaciones iguales y 6! ordenaciones iguales
por ser 6 autos de color rojo.

Por lo tanto, en total hay ordenaciones

51416

distintas.

Problema12

La cerradura de la béveda de un banco consta de
3 discos, cada una de ellas con 30 posiciones.
Una vez cerrada la béveda, para abrirla de nuevo,
cada uno de los 3 discos debe estar en la
posicién correcta. Siunamigo de lo ajeno desea
abrir la béveda, icuantos intentos infructuosos
como maximo tendra que realizar?

Resolucidn:

Para que el ler. disco esté en la posicién
correcta habrian 30 opciones; luego para el 2do.
y 3er. disco también habrfan 30 opciones; en
total habrian que realizar 30° combinaciones
como maximo para abrir la béveda, pero como
nos piden, cudntos intentos infructuosos como
maéximo tendrd que realizar nuestro personaje,
tendremos 30°-1 ya que el ultimo debe ser el
intento exitoso.

Problema 13

Miguel desea festejar sus 18 afos y desea invitar
a su fiesta a sus 9 comparieros.

¢De cudntas maneras puede invitar a uno o mas
de ellos?

Resolucién:

Miguel analizando a su primer compariero dira: lo
invito o no lo invito, tiene 2 opciones.
Similarmente para el segundo compafiero;
también 2 opciones; y asi sucesivamente con
cada uno de sus 9 comparieros.

Al final tendré 2° maneras diferentes, pero
consideraria una posibilidad que no invite a
nadie; entonces hay que excluir esa situacién ya
que por lo menos debe invitar a 1.

Por lo tanto Miguel tendra 2°- 1 formas diferentes
de invitar a su fiesta.

Problema 14

Si de m+n+p objetos {m,np} « Z*; m son
iguales, n son iguales y las restantes diferentes.
Demostrar que el namero total de
combinaciones es (m+i)(n+1)2" - |
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Resolucién:
Operando convenientemente

11L 1 5L— L(L)lzL

11
(Ig_LLl) .(Ll_l)h_.lu

b
ars2) Kle) | .118 IRV
11+1 11
u_l{ u_l} '
1110y {(|9) 11
Prohlema 18
Calcular la suma limite de la serie

1

3 5
— +
211 242 233

Resolucién:
Sea “S” esta suma lmite, es decir

1 3 5
S 4
201 232 293
multiplicando por (2)
o8=-1_4

5 —_—
L 2L e
Acondicionemos numeradores
convenientermente
4-1 6-1 8-1
28S=1+ + +( )+
S TRALYTY 2l

Ahora desdoblemos

28=1+ {—— +=2 -

2{2 2|_ I+ 22L zzL 234 2%5“
=14(1-_Y 4 /oL
28=1+{1 Z}é}ﬂﬁ %H{?ﬁ PTia

2S=1+1-|-1

Cuandon= «, = ()
2"n
Entonces 28 = [+1-0 = 2
~S8=1
Problema 19
Al reducir
20 .26 19 .26
€10 Co0 ~ C9 - .
19 5 19 se obtiene:
Cs Cy +Cg Cpp
Resolucién:
Degradando, y por complemenito se tiene
20 C19 C26 B C19 _ C26

To "9 "6 Y9t

Problema 20

Determinar el conjunto

{ene B N ge2csac -]

por extensién
Resolucién:
Para conocer los pares ordenados

’

que

constituyen a este conjunto, debemos resolver a

la ecuacién, expresada mediante:
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7

C§+C§+C§'+CI:C) ;ox>4 oA y<T

X<l x+1
Cs v G
——

x~2
C4

2 7

=C'" = C

De donde se tiene

x+2=7 n 4=y = x=5 r y=4
o pudiendo ser

x+2=7 44y=7— x=5 n y=3

L A={(54)(53)

Probiema 21

Determinar el valor de (m+n+p) a partir de la
condicién
12

10 1 m 29
+ + ..t = -
Cy 1 Cy +Cy v vCy = G -]

~

“n"” sumandos

Resolucién:

De cada numero combinatorio hallamos su

complemento
10 11 12 m 29
C1 +C2+C3 +""+Cn179’cp 1

Ahora a fin de ganar la propiedad de la adicion,

L 10 .
aftadimos C . a ambos miembros:

0
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De donde

10 10 11 12 m 29
Co+C+C, +C+..+C ,=C 11

—
Cil + C;l
—_ ¥
12 12
C, + C,
-
13
C, +
KR
m m
Cm—lO + Cm—9
m+1
Cm—B
m+1 .29
Luego Cm—9 = Cp

De la igualdad :

. m+1=29 = m=28
A

m-9=p = p=19
Siendo conocido “m”, se tiene
m-9=n = n=19

Porlotanto m+n+p = 66

II. Secumple también
m+1 =29 = m=28

m-9+p =29 = p =10

Ademds: m-9 =n = n=19
Dedonde m+n+p = 57
. m+n+p es 66 & 57
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En wuna reunién cumbre entre los
presidentes de 10 pafses de América del
Sur, el dia final de sesiones deciden
retratarse para la posteridad. ¢éDe cuantas
maneras pueden disponerse los 10
mandatarios, si los presidentes de Perd y
Ecuador por voluntad propia no desean
posar juntos?

A) 9! B) 8! C) 9.8
D) 10! E) 7.8

Un coleccionista de articulos
precolombinos ha sido invitado a exponer
sus mejores cerdmicas Nazca. Dicho
coleccionista ha decidido presentar 8
ceramios de los 10 de su coleccién. (De
cuantas maneras puede seleccionarlos si 3
de ellos no pueden faltar en la exposicién?

A7 B)3 0)21
D)8 E) 10

Un turista europeo desea realizar un Tours
en el Peri. Para tal efecto ha contactado
con una agencia de viajes; la cual le ofrece
una estadfa en 8 ciudades, 5 de la regién
andinay 3 de laregién costefia. Pero por el
tiempo del que dispone dicho turista s6lo
desea visitar 6 ciudades. ¢De cuantas
maneras puede seleccionar dichas
ciudades a visitar, si 4 ciudades andinas son
punto obligatorio de visita?

A) 30 B) 18 C) 15
D) 24 E) 12

Se han matriculado 5 caballeros y 7
seforitas en el curso inicial de quimica, en
el cual las practicas se dan en el laboratorio.
En dicho laboratorio se deben formar
grupos bipersonales, necesariamente
formados por un caballero y una sefiorita.

(De cuantas maneras pueden seleccionarse
dichos grupos si un caballero decide no
trabajar con 2 de sus compaferas?

A) 30 B) 16 C)33
D) 32 E) 25

Un agente vendedor de productos
farmacéuticos de primera calidad visita
diariamente 5 farmacias en el Centro de
Lima. Para no tratar de dar preferencias a
uno u otro establecimiento ha decidido
alterar el orden de sus visitas. ¢De cuantas
maneras puede hacerlo?

A) 24 B) 60 Q)5
D) 120 E) 720

En un Congreso de Estudiantes de
Ingenieria se esta realizando un taller en
una sala de exposiciones, donde participan
10 estudiantes, los cuales deben agruparse
en 3 grupos: 2 de 3 personas y el ultimo de
4. (De cuantas formas se pueden agrupar
los 10 estudiantes?

A) 10 B)8 C) 36
D) 16 E) 4200

En una reunién entre 5 compafieros de
colegio que se reencuentra después de 10
anos de haber egresado; ellos van
acompanados de sus respectivas esposas.
¢De cudntas maneras pueden disponerse
enuna mesa circular si siempre deben estar
hombres y mujeres en forma alternada?

A) 1400 B) 2 600 C) 2 880
D) 4 200 E) 5760

Seis compaferas de la universidad se
encuentran en un evento tecnoldgico.
Determinar, ¢cuantos saludos se
intercambian como minimo, si 2 de ellas
estan reunidas?

A)6 B) 30 Q)15
D12 E) 14
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9. En un simposio organizado por la 13. En una reunién 10 amigos desean
Municipalidad de Lima participan 4 alcaldes ordenarse para tomarse una foto. Si entre
del Cono Norte y 3 alcaldes del Cono Sur, ellos hay una pareja de enamorados que no
los cuales estan ubicados en una mesa desea separarse. (De cuantas maneras
rectangular dando de frente al publico pueden ordenarse?
asistente. ¢(De cuantas maneras pueden
disponerse los alcaldes, si los AN B) 8! 2.9
burgomaestres de un mismo cono no D)3.8! E)3.9!
pueden estar separados?
14. Sise dispone de m objetos iguales, otros n
A) 12 B) 240 C) 144 objetos iguales y finalmente p objetos
D) 288 E) 270 diferentes. {De cudntas maneras puede Ud.
seleccionar por lo menos a 1 de ellos?
10. En un programa de concursos en la TV se
presenta un juego que consiste en abrir 4 A) mnp
puertas contando con un juego de 7 llaves, B) (m+D(n+1p - 1
{cudnlos intentos como maximo dispone un C) (m+1(n+1)2° -
participante para ganar el premio? D) mn2?
E) mn2°P*' - 1
A) 840 "B) 2800 C)2 100
D) 240 E) 7 200 15. Si se dispone de (n+1) nimeros primos,
{cuantos factores diferentes tiene el
. , . producto de dichos nimeros?
11. La compania de teléfonos desea averiguar
cuantas lineas adicionales puede instalar en .
la serie 531, si se sabe que hasta el A2 B) 2™ 21
; q
momento no ha usado 2 cifras para las D)2™-1 E)y2r -1
ultimas 3 casillas y 5 para la 4ta casilla.
Observacion: Elnamero telefénico dispone 16. Hallar la suma de
de 7 casillas. m -1 ot-9t 9 8 . 201
9! 8! 7! 0!
A) 15 B) 24 C) 40
D) 28 E) 531 A) 55 B) 77 C) 285
D) 85 E) 385
12. En un circo, un payaso tiene a su
disposicién 5 trajes multicolores diferentes, 17. Averiguar el valor de “n” que justifique a la
6 gorras especiales diferentes y 3 triciclos. igualdad
¢De cuantas maneras puede seleccionar su n+3 =n'+6n°+ 110’ +6n,
equipo para salir a la funcion? e indique tal valor aumentado en su friple.
A) 45 B) 30 C) 18 A)8 B) 6 0) 4
D) 90 E) 40 D)3 E)A v C
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18. Al simplificar

21 21
Cg *Cp3
18 18 19 .20
Cg *ClptCp Cy
A)-1 B) L
2 2

D) 2

19. Laexpresién

, se obtiene:

O]

E)4

—

n

3
o

n n
+ 7.C1 t 12C2 +6C

n
3

AVl iech

i 2

ncN->3

3

20.

se reducira a:
i |
Al + — B)l- —
n n

D)L
n

El valor de la suma

Cmv~]+cm+2+ m+3+.
m m+1 m+2
sera:

A) %(2m+l)
C) 1‘21(m+1)

D) %(3m+1)
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o1+ 2

E)n

2m
' C2m»1

B) B m+1)
2

E)2m
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Isaac Newton (1642-1727)

De origen ingiés, fue alumno de
Barrow, comienza investigando los
trabajos de Galileo, Fermat, Huygens
y Descartes y en 1664 inicia los
trabajos con el binomio de Newton y &l
célculo de Fluxiones. En 1672 fue
elegido miembro de la Royal Society
Londinense y en 1703 llegd a ser
presidente. Las areas principales de
la actividad cientifica de Newton
fueron la fisica, la mecanica, ia
astronomia yla matematica.

A Newton e corresponden la
deduccion y formulacion de las leyes
fundamentales de la mecénica
clasica, la ley de la gravitacion
universal, la descomposicion
espectral de ia luz, calcuio diferencial
e integral en la forma del método de
fluxiones, entre otros.

Fue probablemente el mayor genio
conocido v a su vez poseia una gran
sensibilidad humana que lo llevd a ser
miembro del parfamento inglés.
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Los cuaternios de Hamilion
La teoria de los cuateriios fue descubierta y desarrollada por Hemilton en 1 843.

Definicion:  Los complejos han sido construidos a partir del espacio vectorial de dos
dimensiones de los vectores (a, b), siendo a y b miimeros reales. Consideremos ahoru el
espacio vectorial de + dimeusiones reales de los vectores (a, b, ¢, d).

Dosvectores X, =(a,, b,,c,,d )y X.=1(a,,b,, c,, d,), serdn iguales si:

La adicién (primera operacion interna) se escribe: X, +X « = fa,+a,, b,+b,, ¢, +¢,,
d,+d.)

La howotecia toperacién externa): mX, = (ma, , mb, , mc, , md,)

Para definir una segunda operacion interma (producto), elijamos una base con cnatio
-
»J

— — — L — .

vectores {e .1 , k7 Y de este espacio, siendo e el elemento neutro para el producto. No
es wecesario precisar (al menos porel momeintor los componenies de estos vectores. La tabla
de multiplicacién serd definida como sigue:

el I
Terfactor| i i k
factor

-> > > > >
e e i j k
- > > > >
i i -c k |-}
>
§ j -k -c i
-> > | > | > | >
k k ~i -

Al examinar este cuadro, vemos que e es elemento neutio para esta operacion:

P Y I | 2

i=j= k =-e ;
el producto no es conmmutativo: depende del orden en el que se toman ‘os factores.  :lsf

5 =K mdentras que jT 10 = -k (vde ahilanecesidad de precisar, en la tabla: primer
Suctor, segundo facior).

Unvector g cualquiera del espacio vectorial considerado se escribe algebraicamente:

—_— -

. — .
g =ae +bi +¢; +dkvsedael nombre de cuaternio.

i wente: Hgebra Maderna i dtvam L bermms.
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Desarrolio del L |
Binomio de Newton

B

OBJETIVOS

. Expandnrodesarrollar polinémicamente (x+a)° ‘ a

» Calcular cualquier térmmo de la expresnén de (x+a)“ contando de derecha a izquierda o
viceversa. :

« Resolver por apmxxmacnon, las ecuacionese mecuaciones macxonales para ciertos mtervalos en
las que se encuentre la incdgnita. «

4

INTRODUCCION

El desarrollo del Binomio de Newton que abordaremos en este capitulo desempefa un papel
importante en el desarrollo de los capitulos siguientes de dlgebra y, en espec:al en el andlisis
matemaético que se estudia en los primeros ciclos en todas las carreras de i ingenieria y ciencias.

Por ello, mostraremos algunas de sus aplicaciones, por ejemplo, en la desigualdad de Bernoulli
A+x)*>1+nx v x > -1; neN

. n
As{ mismo para demostrar: nhinm (1 + l—) =g

Como sabemos, dicho nimero e=2,718 281 .... es muy importante en el analisis matemaético.

También se observa la gran aphcacnon en la teorfa de ecuaciones, desigualdades, funciones y
fundamentalmente en la teoria de sucesiones y series que son temas centrales en el analisis matemaético
real y complejo, por ello, citamos un e]emplo de una serie:

T+x+X+x3+...=(1-X)"! ¥Yxe<-1;1>
Por lo visto, el binomio de Newton tiene muchas aplicaciones en los diferentes capftulos.
I s L k3
CUANDO “n” ES UN NUMERO NATURAL : ’
Analicemos el desarrollo del binomio (x+a)" para n ¢ N, mediante los siguientes ejemplos:
(x+a)? = X +2xa+a’
(x+a)® = ¥*+3xa+3xa’+a’
(x+a)* = x'+4x’a+6x%a" +4xa’ +a’

La inquietud es averiguar cémo es el desarrollo de (x+a)" ; ne N

273
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Lumbreras Editores Algebra
METODO INDUCTIVO Ejemplo:

Partiremos de los productos notables: Halle el desarrollo de (x+a)®.

(x+a)(x+b) = ¥+ (a+b)x+ab Resolucién: |
(x+a)(x+b)(x+c) = P+(a+b+c)x? (x+a)8 = nge + C?xsa + ng“a2 +C§x3a3

+(ab+ac+bc)x+abc

(x+a)(x+b)(x+c) ... (x+h) = x"+Sx" ! + Sx"?
+ S+ L+ S,

Donde:

S;=a+b+c+ .. +h

S,=ab+ac+ad .. +ah+bc+ ..

S; =abc + abd + ... + abh +bed + ...
S,=ab.c...h
Encasoquea=b=c=d=.... =h

Si=a+a+..+a=na=Ca
—
“n” veces

n(n -1
Sz=a2+a2+...+a2=%—)a2=C2"a2
——

M— veces

S;=a’+a’+..+a = nn-Din-2) s

—_— 2
[_—_n(n—l)(ni)) veces
6
=c,a’

S,=a.a.a a=a"=C_ a"

N

“n” veces

Luego

nelN
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+CoxZat+ Coxa’ + Cla®
Desarrollando los nimeros combinatorios
(x+a)f=x%+6xa + 15x1a® + 20x3%a% + 15x2a’
+6xa’+ a®
PROPIEDADES

I. El desarrollo de (x+a)" es un polinomio
homogéneo y completo de (n+1) términos

con respecto a las variables “x” ; “a” de
grado “n”.
II. Los coeficientes de los términos

equidistantes de "los extremos son
combinatorios complementarios, en tal
razén, tendran el mismo valor.

IIl. Los exponentes de “x” disminuyen de uno
en uno, mientras los de “a”, aumentan de
uno en uno.

IV. Para hallar cualquier
desarrollo
Sea el desarrollo

(x+a)" = Cyx" + C\'x™'a + C,x"%a’
|8 t t

+ Cyx™¥ad + .. + Cpa"

término del

t, b
Vemos que cada término es:

—0yn
t=Cyx
BRPQLLIVE (B Y
t,=C/x" 'a

_"yn2.2
ty=Cx™"ca

tk: C:-l an(k—l)akfl

_ Mk ok
t = Cex"ra

—

(Término general)

k=0:;1;2;...;n
Se llama el término de lugar (k+ 1), contado
de izquierda a derecha.
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CAPITULO XI

Desarrollo del binomio de \ewton

Ejemplo 1
Hallar el término de lugar 10 en la expansién

1 12
de [27x5+——)
3x

Resolucién:
Usando la férmula general

9
12 - 1
o= tg=Cy (27x°)" 9'(3_x)

12 sys | 1 s
= Cy’ (27x5) [§]

N Y
cxrdl 7w

=ﬁ§fgﬁ-x“= 204

Ejemplo 2
Hallar el nimero de términos del desarrollo
2 9 5n+2
de| X+ L , si el término de lugar 25
Yk
tiene a x con exponente 4.
Resolucién:

En la férmula del término general

2\ (5n+2)-24 2\ 24
_ _ASne2 [ X y
t25_ t24+l—C24 [ ] ‘( ]

y &

24
2 2(5n-22) - 5

-(5n-22)+2(24
- Oy y-Gr22:200

Por dato 2(5n-22)-12=44 = 2(5n-22) = 56
= 5n-22=28 = 5n=50 = 5n+2 = 52

. En el desarrollo, existen 53 términos

Si se cuenta de derecha a
izquierda solo se cambia el }
orden de las bases, asi en
(x+a)™:

» —

=%y kok M40 K4k
L, =G x" *a t,=Ca tx

contado del inicio contado del final

Veamos en: (x+a)®
(x+a)’ = Cox® + Cixa + Cox'a® + Coxa® + Coxa’

+ Coxa® + Cha®

t 6 6 6
25 =Cyx*a? L=cix?at-Ccpxlal

V. En el siguiente polinomio

P(x,a) = (x+a)"
= Cox™+ Cix™a + Cyx"2a?+ ...+ Cja"
Casos Particulares

Ejempio 1
Determinar el equivalente reducido de:
S=Cy +2C,"+3C, + o+ (n+1DC,)

Resolucidon:

kk+1)C'=kC.+C)

275
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Algebra

S=Cy+Cl+Cl+Cy+2C; +Cy +3Cy + ...
. +C::+nC:

:[C(;1+C]n+C;+... +C2]+[C,"+2C;+3C;‘+...
..+nC:}

ety e

Ecg" w28t
1 2
n-1

+n2cr!
n

s=2"+n{cyt el ey e Ol

. S
~
2n !
§=2"+2"".n
Ejemplo 2
Determinar el equivalente reducido de
C n n n C n
K:C0n+__]_+£2_+.(_:.3_+_._._+ n
2 3 4 n+l
Resolucién:
Multiplicando por n+1 miembro a miembro
(n+1)K - n-l cl n+l cl n+1 Cle
3
Lol Cy
n+l

De la férmula de degradacién

T =

= (mDK=cMctve e
Sumando 1
(m-DK+1 =1+ el e e

Pero 1=¢}'
=n+DKk=C "+ ) Oy -
— -~ J/
2n+!
n+l_
o2
n-+1

276

VI

VIIL.

En el desarrollo de (ax*+by")" se tiene :

a. El coeficiente de cualquier término es
Ckn a n-k b k

b. La suma de grados absolutos de todos

los términos es: _&1212 (o +B)

Demostracién:
a. Aplicando la férmula general

teg = Colax . (by?)*

- C:an~k. bkxa(n~k). yﬂk
de donde observamos que el coeficiente
de cualquier término es C,"a"¥b ¥

b. Como la parte literal de cada término es
xR yBK. gy grado absoluto es
a(n-k)+ Bk, donde k=0,1,2,....., n; luego
la suma de estos grados es

=[a(n}+0B] +{a(n-1)+p]+{a(n-2)+28)]
+ e +[a{1)+B(n-1)]+pn
=a[n+n-D+(N-2)+...+2+1] +
—

Y
n(n-1)
2
Bl1+2+3+...+n]
—
LIGERD)
2
= D) .5
2

La suma de coeficientes de los términos de
lugar impar, es igual a la suma de
coeficientes de lugar par en el desarrollo de
(x+a)"

Demostracion:
Del binomio de Newton

(x+a)"=Cox™ +C{x"'a+Cox™ 2+ ... +Cpa®

Si x=1 ; a=-1

a. Cuando “n” es par:
0=Cy'-C"+Cy - Cy'+ . + C
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CAPIiTULO XI

Desarrollo del binomio de Newton

VIIL

n n
= Cy+Cy + .

~

441 n 18
+C, = C +Cy+.
Y ~ v

suma de coel. de lugar par

n
+Cn~1

sumn de coef. de lugar impar

b. Cuando “n” es impar :
0=Cl-C"MCl-Cy e + C - CF
Cg + C; R Cﬁ_l = C',1 + Cg +o. e Ch

n

" T

suma de coef. de lugarimpar suma de coef. de lugar par

Término de Maximo Valor Numérico
En el desarrollo de (x+a)" ; donde
{ax}c R*

n
Tenemos que (x+a)" = x"( l+i] . Siendo
x

x" factor de todos los términos del

n
desarrollo de [ 1+ 3) ; sera suficiente hallar
x

n

el término maximo de [ 1+3) .
x

Consideremos dos términos consecutivos
del desarrollo de lugares r y r+1.
El término de lugar r+1 se obtiene
multiplicando el término de lugar r por
n-r+1 a

r X

Es decir t,,, = (rH] - 1) f]-tr

r X

El factor [n_+l_ 1) 3disminuye cuando r
r X

aumenta de valor, por lo tanto, el término de
lugar (r+1) no es siempre mayor que el de
n+l a

lugar r, sino cuando (— - 1) — sea mayor
r X

que uno, es decir, [ n-l_ 1)3 > |
r X

n+1 b'e n+l _ x
= -l>= = >+
r a r a
n+
= l>r
X
a

si orl

es un entero, llamémosle p
X
21
a

Luego:

Losi ol

es un entero le llamaremos p

X

a

y se tendra que los términos de lugares
p y p+1 son iguales y a su vez son los
términos de méximo valor en el
desarrollo.

mosi pel

no es entero, a su parte entera
X

Z+1

a

le llamaremos q y el término de lugar
q+ 1 seré el término de méximo valor en
el desarrollo.

Ejemplo 1

Si x=1/3, hallar el maximo término en el
desarrollo de (1+4x)®

Resolucién:

Sean los términos de lugares r y r+1

r-1
t=C (a0t =CY (4%}

T
L= Cax)yr=CP [ 4.%)

3
—>1 = . — >1
@ g
~1\3 r-1[9-r A3/ \3
ONEs 4 9r 3
1541 [8r 3>1=7>3
= 7r< 36 = r<5+l
7
lfméx':s
277

www.FreeLibros.me
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Luego, el término de méximo valor es el o ~of 2)°
término de lugar 6 4=3".GC 3] - 489 888
t-c? ( 4)5_ 8 4
s Cs o) T
3 5.3 35
3 IX. Eneldesarrollo de (x+a)"se halla una forma
_8X7x6X 5 x4° 57344 practica de calcular el coeficiente de
5 .6.35 243 cualquier término en funcién al coeficiente
anterior.
Fjemplo 2 ( Coeficiente del )( Exponente de x en)
L, L. L. Coeficiente de un _ { término anterior/\ el 1érmino anterior
Hallar el término de méximo valor numérico término cualquiera (Exponeme de a en) .
en el desarrollo de (3-2x)° cuando x=1. el término anterior
Resolucion:

Demostracion:

2 \° .
Como (3-2x)° =3°| 1-£x| sera suficiente
( ) [ 3 ) tk - C,r:_‘ xn»k*l- ak*l

9
considerar el desarrollo de [ l—% ] t., = Cox™k. a*
En este caso
Vemos
9 2\ of 2 YF k+1
t= Gl 3% ta=Crl -5% cOef.z,“,=C,{‘:“‘k+ o

(degradacién de indice inferior)
De t,,, degradando indice inferior

_9-r+1 2x
tn] = . —5— t, ~ Coef. tk”: Ck‘:| i (n k+])
(k-1)+1
. 10-r 2 De donde se tiene:
Para x=1: t = § t,
r exponente
(Coef. tk)( de x entk)
Coef. t,,, =
_ exponente
oo zh 7 Tl (depa entk] +1
r 3
Ejemplo:
Luego para todos los valores de r hasta 3 S s (15) 5.4) 4.,
tenemos que t., >t , pero si r=4 (a+x)® = x5+ = xla+ > x3a

entonces t,, = L,y estos términos son los de
maéximos valores. (10.3) 2.3 (10.2) ’ ( 5.1] 5
+ x‘a“+ xat+ a

Por lo tanto, el término cuarto y quinto son 241 3+] 4+]
numéricamente iguales y mayores que
cualquier otro término y su valor es: o (x+a)®=x*+5x%a +10x3a? + 10x%a® +5xa’ « a°
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CAPITULO XI

Desarrollo del binomio de Newton

X. En (x+a)"si n es par, existe un término

central que ocupa el lugar [ §+ 1)

POTENCIA DE UN POLINOMIO

Ejemplo:
En (x+a)® tiene 7 términos existe un
término central que ocupa el lugar (—g-+ 1) ,

es decir, el lugar cuarto

-1 = (54 8-3.3 _ 3.3
= t=1=t,;,=Cx""a’ = 20x"a

El objetivo no es tanto la expansién o desarrollo
del polinomio sino ubicar un término cualquiera
de la expansién:
Ejemplo
Halle el coeficiente de x’a‘b’c’ en el desarrollo de
(x+a+b+c)?
Resolucion:
El desarrollo es el producto de multiplicar 12
factores iguales a x+a+b+c y cada término del
desarrollo es de 12 dimensiones siendo un
producto que se ha formado tomando una letra
de cada uno de estos factores.
Asi, para formar el término x*a’b’c’ tomamos “x”
de tres cualquiera de los doce factores; “a” de
cuatro cualquiera de los nueve restantes; “b” de
tres cualquiera de los cinco restantes; y “c” de los
dos restantes.
Pero el nimero de maneras en esto puede
hacerse, evidentemente, igual al nimero de
maneras de ordenar 12 letras cuando 3 de ellos
deben ser x, cuatro a, tres b, y dos c; es decir es
igual a:
12

3141312
Esto es por lo tanto, el mimero de veces que
aparece el término x’a’b’c* en el producto final

y, consecuentemente, el coeficiente requerido es:
277 200

TERMINO GENERAL (Férmula de Leibnitz)
Partimos del problema:

Hallar el coeficiente de cualquier término en el

desarrollo de (a+b+c+d+....)" siendo “n” un
ndmero natural.

Resolucién:

El desarrollo es el producto de “n” factores
iguales cada uno a a+b+c+d+...+ cada
término del desarrollo se forma tomando una
letra de cada uno de estos “n” factores y, por lo
tanto, el nimero de maneras en que cualquier
término de la forma: a*bfc?d° ..... aparecerd en el
producto final, es igual al nlimero de maneras de
ordenar n letras cuando « de ellos son a; p de
ellos son b; y de ellos son ¢ y asi sucesivamente.
Es decir, el coeficiente de a“bfc?d’ ..... es:

n

COROLARIO:
En el desarrollo de: (a+bx+cx+dx+....)"
El término que contiene a: a’b’c'd®...... es:
‘n
—  (a®bPcrdl...)xP?r
wlplyle
donde a+B+y+d+....=n

Ejemplo
Hallar el coeficiente de x* en el desarrollo de
(a+bx+cx®®
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Lumbreras Editores Algebra
Resolucion: donde, « +Bf+y =5
El término general del desarrollo es: I5
; Equivalente Y —— 283y xP-2v
] @ B 2y LQL Lﬁ. ;
Y ——— . a*(x)Pex?) farBry -9 e
o« Py Ennuestrocaso a+B+y =5
es decir: B+2y =6
E——‘ :LQ .a%bPevxb2 a+B+y =9 St y=1=p=410a=0
o By y=2 = =2 » q=1
ademds B+2y =5 y=3 = B=0 r a=2
Luego, los valores que toma «, B, vy las podemos
encontrar de las condiciones L I fici de x°
c+B+y =9 uego el coeficiente de x” es
B+2y =5 | |
Siendo ademés «, f, y enteros no negativos. 2 2431, s 9232, D 90 g3
Entonces: wi4ua - w2 2l

si y=2 = B=1 a=6
sioy=1 = =3 1 a=5
si y=0 = Q=5 a=4

El coeficiente requerido serd la suma de los
valores correspondientes.
Por lo tanto, el coeficiente buscado es:

9 61, 2 D 5 19
——— a’bec® + ———a°b3c +
612 Bl

= 252a°bc? + 504a’b’c+126a'b

4500

FORMULA DEL DESARROLLO (Férmula de
Leibnitz)

Eneldesarrollo de (a+b+c+...)"/neN

donde
a+fB+y+...=n ;

Ejemplo:
Hallar el coeficiente de x® en el desarrollo de
(1+2x+32%)°

Resolucién:

Eldesarrolioes Y T% (2P (3x B

280

240 + 1080 + 270 = 1590

NUMERO DE TERMINOS

Eldesarrollode (a+b+c+ ... + p)" tiene
;ﬂ__.___/

“r” términos

o,

lner-1 !
———  trminos

. le=1

En su desarrollo

I.  Asi: (a+b+c)® tendra:

3 términos
243-1 i4 4x3x2 .
— e—= = 6 términos
2 3-1 2.2 22

Efectivamente, ya que su desarmrollo es:
a’+b’+c’+2ab+2ac+2be de 6 términos.

. En(l+x+y+z) se tendra

By s
Bl4-1 B33

=20 términos.
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CAPITULO XI

Desarrollo del binomio de Newton

CUANDO “n” ES UN NUMERO RACIONAL (no natural)

Se busca la expansion de (x+a)" cuando n
es un entero negativo o fraccionario.

DEFINICION
Coeficiente Binomial

Notacién ( E)

Se define por

’

n) _n(n-1)(n-2)..... (n-k+1)
k)~ lk
nerR : kelN,

U ——

Ejemplos:
3) _3B-DB-2)3-3) _
SHE 4 ’

L = 1
(%) _ @) (Z+D2@-D{2-2)
- 15
(D2 V2

IXx2x3x4%x5 60
3. ('2)=ﬁ:-2
AT

4 [‘§)=(-2)<§)(*4)=_4
(g) (-2‘)2(:3) 4
S (DEICHED

[N

wn

FORMA GENERAL DEL DESARROLLO
Buscamos el desarrollo de (1+x)"; n€ Q no
natural

{

[atear (2) (e (- (2t |

Ejemplo 1
Hallar la expansién de (1-x) 2
Resolucion:

v (3 (e (9 (3

=1- (-2x + 37243 +5x + ...
=1+2x + 3% + &° + 5x'+....

Esta férmula sera validasi x ¢ <-1,1>
Ejemplo 2

Hallar el desarrollo de (1-x)**
Resolucion:

(1—x)3’2:(3(/)2) -(3{2)x+(3£2)x2-(3g2)x34

3 3/3._ 3/3_4\/3_
=1__é_x+ 2<[2£ l)xz R 2<2 2(2 2>x3+
-3, 3 Lys

2 8 16

Est4 férmula serd validasi x¢ <-1,1>

Ejemplo 3
Desarrollar [ 2+ —:;—x]

Resolucién:
Sera equivalente a

-5
95| 1.3
4
Y (-5)(3.) (-5M( 3.} (-5)(3.)°
2{( o () G (35 }
P
_1 3 (CE 9 2, (HEHED 27
_5{1—54x+ Py 16Jc’+ % 64x’+...}
-4 I--]—5x+£5-x2721§x3' .....
32 4 16 64
1 15 135, 945 3
o X e X

32 128 512 2048
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Esta férmula sera valida si

Ejemplo 4

Desarrollar [ 3+ 32(-) 2

Resolucién:

Es equivalente al desarrollo de:
1

1
371Xz
6

Esta férmula serd vdlidasi xe < -6 ;6>

TERMINO GENERAL
En el desarrollo de (1+x)" se tiene el término de
lugar (k+1)

N AN,

3
by = (lr:)xk t

donde “n” es cualquier racional

Ejemplo 1

Halle el término de lugar 8 en el desarrollo de
(1-2x%°

Resolucién:

Por férmula general

tg= L., = (72) (-2x3Y

282

Algebra
(2D (-6) (-7 (-8) (-27)x2!
Iz
7
_23.4.5.6.7.8.27 5 |00
2.3.4.5.6.7
Lty = 1024 X%
Ejemplo 2

Halle el término de lugar 5 en el desarrollo de
B+3D*7

Resolucién:

El desarrollo sera equivalente al de

2/3
5%3 ( 1+ %x 2) por la férmula general:

s 2 2]
IR

4 "5
. [)(J(})U En

ygE Xt TR

3.625 1875

3
L= —7‘/2—5x8

71875

TEOREMA

Eldesarrollode (1+x)" es aproximadamente 1+nx
cuando x tiende a cero.

Sielvalorde x es tan pequefio, sus
potencias a partir de la segunda,
pueden ser despreciadas.
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CAPITULO XI

Desarrollo del binomio de Newton

Ejemplo 1
Reducir la expresién, si x es suficientemente
pequeno

-5
i +—§x) +y/4+2x
(4+x)3/2

Resolucion:

Como x es suficientemente pequena, entonces
aplicamos el teorema anterior

En el problema

5 2
R
3 2
/2
8[1+3‘-)
4
2 (- + +£l
»[1 —3—)( 5)) 2(1 5 2]

gl1.x23
42

1—£x+2+£ .
1) 3 LN PO KA I
8 1 3 8 6 8

+ X

8
=l 3—£x l—éx :—]— 3~25—x
8 8 24
Ejemplo 2

Hallar el valor de % con una aproximacion de
47

3 cifras decimales.
Resolucion:

L _4g-y2- l[ 1) e
JiT 7

S, 131,51
Ty
Pero
10142857 ...
7
L _0,002915
73
1 .0,000059.....
7

Luego se tendrd

——=0,142857 + 0,002915 + 0,000088 = 0,14586
Va7

NUMERO DE TERMINOS

En la expansién de (x+a)” cuando n no es
natural, el nimero de términos, es ilimitado; en
tal caso, no hablaremos de término central.

TERMINO NUMERICAMENTE MAS GRANDE

En el desarrollo de (1+x)" para cualquier n
racional, como sélo nos interesa el valor
numérico del término maximo, se presentaran los
siguientes casos:

Sea una fraccién positiva
El término de orden r+1 se obtiene multiplicando

el término de lugarr por[ n+l l)
r

I.  Si x es mayor que la unidad, aumentando
el valor de r podemos hacer el factor
anterior tan cercano a -x COIMO queramos.
Los términos crecen consecutivamente en
tal caso no habrd término méximo.

. Si x es menor que la unidad, vemos que el
factor contintia positivo y decrece hasta que
r >n+1; y a partir de este punto se vuelve
negativo, pero siempre permanece menor
que | numéricamente; de donde se
concluye que habré un término méximo.

(@)=Y (rkl)a“’kxk ineR;

k=0

aeR*;|xj<a
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Problemas Resueltos

Problema1t

Hallar n + k, sise sabe que el cuarto término del
desarrollode (x+2)" es 80x*

Resolucioén:

Recordemos

[ rAeemr e eaatse Rt nrnese e raaacr et raaec e pnraans M

En (a+b)" ; t,., =Cla™*.b*

En el problema
=ty =Cy.x™ 3.2°_2%Cy . x"3
Se tiene 2°.C,'=80 => C,":10 = n=5

Ademdas n-3 =k = k=2
“n+k=7

Problema2

Hallar la relacién entre r y n para que los
coeficientes de los términos de lugares 3r y r+2
de la expansion de (1+x)™ sean iguales.
Resolucion:

Usando la férmula general de la expansién de
Q+x)™

- oL o
t3r't(3r I)«!'C3r-1'“\

_ _~2n «1
to =ty =Cry X"
2n 2n
Pordato C;._,-C/|
. 3rl=r+l=1r=1 » neN

I @r-D)++1)=2n = 4r=2n
L n=2r

Preblema 3
Hallar el término independiente de x si existe en

la expansion de
1 9
Yx+—
Vx

Resolucién
Buscando el término general

ok { 1Y)X =2
tk‘l;c.?&.[r-‘/—:] —ZC'?X 2 4
X

284

Si el término es independiente de x debe ser de

grado nulo.
= 9_“_5__1_‘_:0 = k-6
2 4

Luego, el término independiente ser4 el término
de lugar 7

9
=te,=Co o e, 84

Indep. =

Preblema 4

En el desarrollo de (x?+x%)* ! uno de los
términos centrales es independiente de x. Halle el
nimero de términos.

Resolucién:
Los términos centrales ocupan los lugares
@n-1)+1 6 @2n-1)+1 .
2 2

esdecir t, » t,,, sontérminos centrales.

Lot =ty = Cﬁfil I-(X4)n- (X 3)"7‘

=4n-3(n-1)=0=n=-3

1

(absurdo)

Lt = () (x o3y

= 4(n-1)-3n=0 = n=4

Luego, el nimero de términos serd igual a:
2n-1)+1=2n=38
.. El nimero de términos es 8

Problema §

Hallar el niimero de términos irracionales en el
desarrollo de

(Y 3"

Resolucién:
De la férmula general

teq= ng (4\/;)48_‘(' J\/; "

48-K K
+

—~ e, CB X 3 K=0,1,. 48
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CAPITULO XI

Desarrollo del binomio de Newton

Analizando el exponente de x
48-K K K K K
—_— 12——+—: ]2+_

4 3 4 3 12

Si el término es racional, (12 + I—KZ) es entero

- K=12 = K =0, 12, 24, 36, 48

De donde diremos que existen 5 términos
racionales.

. 44 serdn irracionales

Prohilema 6
Teniendo en cuenta el desarrollo de la expresién

] 56
Vs —

4
¢Cuadl de las proposiciones, al determinar su valor,
es verdadero?
I El nimero de términos irracionales es 40
I[I.  El niimero de términos fraccionarios es 4
HI.  El término independiente de x ocupa el

décimo tercer lugar

Resolucién:
De la férmula del término general

tk’lzcse(‘/;)ss-k‘(‘l_]k
¥

By

= Ckss. X 2 3
Analizando el exponente
6K K _ 95 K K_o5 5K
2 3 2 3 6

<
son racionales, si K=6

= K = (,6, 12, 18, 24, 30, 36, 42, 48, 54
es decir, 10 términos son racionales

I.  Términos irracionales son (56+1)-10 = 47
(falso)
. . L 5K
Il. Serad fraccionario si 28—? € Z lo cual
ocurre si K es 36, 42, 48, 54; es decir, 4
términos.
(verdadero)

Ill.  Se tendra término independiente de “x”,
si (28-%(] =0 = FKeN

Luego, no existe término independiente
(falso)

Prohlema?

2n
Si x* se encuentra en el desarrollo de (xzf —] ,
X
entonces {su coeficiente es?
Resolucion:

Sea el término de lugar k+1
k
2 k[ 1 2 ‘-
tk’l=Ckn(X2) n .(';) :Ckn.x4n 2k-k

Pordato 4n 3k =p — K An-P

. 2n
Luego, su coeficientees Cj,
3

Probiema 8

Calcular el coeficiente de x7 en el desarrollo de:
(2x2+x-1)

Resolucién:

Agrupando  [(2x?+x)-1]°
Aplicando la férmula general como si fuera un
binomio

by = Cls\(zxz s DR

Entonces
tk~|:(’1)ka5Cs_k-25Ak'p-XZ(5'k Pr(e)
Por dato 10-2K-2P+P=7 = 2K+P=3 / k- P

= Se cumple cuando
K=1 AP=1 6 K=0 4+ P=3
I. St K=1;P=1 en(a)

= 4,-C;.C,.2%x7-5.4.8x7- -160x7
II. K=0~ P=3:en(a)
t,= (DC.CJ. 22 x7 = 400
Luego el término es (- 160+40)x" = - 120x”
Su coeficiente es - 120
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Lumbreras Editores Algebra
Prolilema 9 Resolucién:
Sabiendo que Multiplicando por in
(1+x=ay+ax+a, >+ ... + ax"/neN .
Calcular  k = a;+2a,+3a,+4a;+...(n+1)a, n.E- ln . n ,_ .
Resolucién: dn-l Bin=3 55
Del dato ‘
(tex)"=Cy'+C x+C2x FeetCox " -
: -1 10
Si x=1=Cy+C"+ s Cl=2" .
_ n n n
Se pide el valor de I.E=C "+ Cy' v Cl e+ O o (@)
K=Cy'+2C"+ 2C,"+ 4C, "+ ..o (n+ D) ln.E=2""
-leset e scgble e s one ] g- 2
=2"+nCy ' +nC" ... +nC}
=2+n|Cy v v O
| o i) Problema 12
=2",n2 1 Resolver la ecuacién
- K=2"+n2" x
n 3CS+5C) + o+ (2~ 1)CY = 88 2(x+1)
Prohiema 10 Resolucién:
Hallar el nimero de términos en el desarrollo de 3C) +5C) + .+ (2x - 1) Cr +20c+1) =8%

S(A,y) _ (X2+ y5>n
Si la suma de los grados absolutos de todos los
términos es igual a 252
Resolucién:
El desarrollo es
ColeB) (e My %) -C (2 2(ySP oo + C P (y5)"
Entonces, la suma de grados absolutos es
=2[n+(n-D+.e 1]+ 5[1+2+3+..... +n]
9 n(n+1) ‘5 n(n+1)
2 2

-;—[n(ml)] 252 = n(n+1)-8(9)

= n=8
- Existen 9 términos
Problemati
Calcular la suma siguiente
I SN S S &
dlm-1 Bw3 Bl=s =il
286

(@2x+1)CL v 1

(2k+1)Cy =2k +Cy

Luego

(2Cf + C;‘) + (4C§' + C;) e ¥ (2xCi+Cf,)+ 1
=(Cf Qv cie) v 2oy vacy -3¢ -

h - ’ tos +xC':}

x-1

2"+2{ Cx +2—Cx CXI+....+X.5-C“}
3 X

S 9%, 9y 931
De donde se tiene:
20c+1) =88 = 2¥(x+1)=2% -
2* (e+1) = 2%(63+1)
ox =63

=2%4+x.2¥=2(x+1)

263 26
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CAPITULO XI

Desarrollo del binomio de Newton

Preblema 13
Hallar el coeficiente de a’b’c en el desarrolio de
(2a+b+3c)’
Resolucion:
Su término general es
—!l-%—,—(2a)“ bP(3c) = L 2¢3%abPcY
algly wiiy
como la parte variable es a’b’c
Donde a=3;p=3;y =1
Luego, su coeficiente es
1 TXGX5%X4%
L g TXExEXAXE
33 Bz
= Tx5x4x8x3 = 3 360
Prohiema 14

Hallar el coeficiente de x'° en el desarrollo de:
(2433 +xY*

Resolucién:

Su término general es

L P AETTN I
o 16 Ly la i Ly

De donde
atfry=4
3p+4y =10

Resolviendo el sistema
Y= 1 A ﬁ=2 A oa=1
Luego su coeficiente es

4 2132_ 432 289_516

T T4

Luego el coeficiente de x'° es 216

2¢.30 x ¥ ¥

LBy Zyt

Prohiema 15
{Cuéantos términos existen en el desarrollo de
(Bx+2y*- 2 +w)*?
Resolucién:
El desarrollo de
(Bx+2y° - 22 +w)
\_..__w.—/

4 términos

Tendra
5+4-1 8 8*7’9“5—56
5.4-1 513 15713
56 términos
Problema 16
Hallar el coeficiente de x* en el desarrollo de
@2+x*-xH°
Resolucioén:
El término general es
110,
—_ 90 (xz)p.(gx:i)Y
le :f iy
1
= ul, 2t (1) x B3 (%)
o (B iy
a+f+y =10
De donde By
2+3y =8

El sistema se resuelve en
y=0 A B=4 A a=6
y=2 A B=1 r a=7

Luego el coeficiente de x®es (en %)
o (-1 _do
640 Zi 2
_ 10»§wsx7@',64+ 10x9%8(% 128 _
16”4 [Rl2
13 440 + 46 080 = 59 520
. El coef. de x® es 59 520

2" (1)

Problema?
Hallar el coeficiente de x'" en el desarrollo de
(1- 2x+3x°-x'-x%)°
Resolucion:
Su término general es

|§ a _ b 2.C _ +d _ 5L
m(ﬂ( 2x).(3x).(-x).(-x)

_li__.___(—Z)‘bc(— lf.(—lfxb+2c+4d+5° )

Ehlldle -
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Lumbreras Editores

Algebra

a+b+c+d+e=5

De donde
b+2c+4d+5e =17

Del sisterna se tendréa:
e=0 A d=4 » ¢=0 A b=1
e=1 +» d=2 » c=2 A b=0 A

a=0
a

e=2 » d=1 ~c=1 Ab=1+a
a
a

e=3 A d=0 » ¢=0 A b=2 A
e=3 » d=0 » ¢=0 » b=1»

0
0
0
1

Luego, el coeficiente serd en o :

_ 5 e B
loolalo LLLLL
N SO0 ¥ VR YAt SN - S

ol lo2loo3

5
B M S S,
110l

2101

Reduciendo

A
5(—2)+M.9(—1)+_5L4_>‘3_>"_!£.(—2)(—3)+
A z

2
SXKEA(- 1)+§_x4_x\&.(—2)(—1)
A3 S

= -10-270+360-40+40 = 80
- Su coef. de x'" es 80

Problema 18

Hallar el término general de (1I-nx)'™  en su

desarrollo.
Resolucion:
De la férmula general

b= ( li(n) (-nx)¥

G hd-nd-2... Gk g
lk

=§x§><l%ﬁ....<t%+—“>(_l)g s
kK

x-1
-1) .(@-12n-1)....

[(k-1n-1] - 1)k.x“
lk

288

__ B ey

Pero

(1)kl(1)k (1)2k1=A

[(k-Dn-1]

4, @ Den-HEe-D ..
' k

Problema 19

Si los coeficientes de tres términos consecutivos
de la expansién de (x+y)" son proporcionales a
los nimeros 3, 12, 28; hallar n, siendo n<10.
Resolucion:

Sean los términos consecutivos 1t , 4,15t

_ch n-k-1,,k-1
t=C X y

~cynkyk
b= G X0y

— n n-k-1,,k+1
o™ Gy X y

c., C cC
Por dato ;1 = 121: = 2k8+1
LTaolle '
De (1)
r_ u= /}ﬁ _ /L,ﬁ:
4C_=C, 4Lk-_1 el Elk
k@-k+Dpk  k[R1|pTk
n-+1

- dk=n-k+1 = k=

De (2)

o o Ig _ ]g
28C,=12C | 713\;._-15—3\1(_“ 1

7 _ 3
K@kl &+K[n-k1

= 7k+7 =3n-3k = 10k+7=3n .....

- (@)en () 10( n;1)+7=3n

= 2n+2+7 =3n
~ n=9
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CAPITULO XI

Desarrollo del binomio de Newton

Prohlema 20

Si los coeficientes del primer y dltimo término del
desarrollo de P(x;y) ={Ba?x®+ay’)*® soniguales.

Hallar el coeficiente del término de lugar 18.
Resolucion:
Veamos los términos

= c2(3a2x%)®
by = sz(;) (ay7)2°

Pordato 3%a" = a® =

20 3
= b=ty Cy (3a%x°f (ay?)"
= Coef. = C,7 3%a%al” donde a=1/3

20 3° (1)23= 20X19% 18 420

6

= Coel.t 4=

1713
= Coef. t,; = 380.3 ¥

Problema 21
El coeficiente binémico de x* en el desarrollo de

(x+xH)® es (78] siendo a<20. Hallar el
a

coeficiente de x* &

Resolucién:
Sea el término de lugar a+1

tav,-[ 78]x78 (e 2
a

Del dato

78-a-2a=45 = 38 =3a = a-=1l

Se busca entonces el coeficiente de x
decir, de x*

Sea el término de lugar k+1

- t,,- [75) XK (2

78-k-9k =36 = k=14

401 8’ es

Por dato

-~ Su coeficiente es ( ;{i)

Preblema 22
Senalar el coeficiente de x°, en el desarrollo de
P(x) = (1+x-x%)°

Resolucién:
Aplicando la férmula del término general
6 6
—— (AP (X3 = ()Y x PO
ey e By
Donde: f+3y =5
a+Pf+y =6
Resolviendo tenemos
y=0 A B=5nra=1
y=1 A p=2 » a=3
Entonces, su coeficiente es
8 e 8
|_ 510 31211
-60
. El coeficiente de x° es - 54
Preblema 23
Hallar el término independiente de x en el
4
desarrollo de [x+ l + 1]
X
Resolucion:
En el término general
4
— ()% )P = xoP
Lo ,& laBly o
Del dato
a+P+y =4
¢B=0=0a=f = 2a+y=4
Si a=0 A y=4
a=1 r y=2
a=2 A y=0
Luego, su coeficiente es :
4 ‘
— b= ‘_4“ + 4 =1+12+6=19
lolola i1l2 21210
289
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Lumbreras Editores Algebra
Prohiema 24 Problema 26
Al desarrollar sélo dos términos de la expresién  Hallar el tercer término de la expansién de
¥4, [TEw
matematica A(x) = , aproximadamente se M
Va-x (1-x)
Resolucién:

obtiene un polinomio P(x). Hallar P,
Resolucién:

-1/2
AGY) - 22(4 )7 - 2'2.%( 1%)

P(x)i”.( 1—%(—%)) =>P(x)-2”( 1+%)

~ P(8) =2"2=2"

Problema 25

Sabiendo que el desarrollo de (a+b+c+d+e)"
admite 495 términos. Indicar, {cudntos términos
tendréa el desarrollo de (p+q+1)"?

Resolucién:

Recordar en el desarrollo de

(@+b+c+..)
—_————

“k” términos
el nimero de términos de su desarrollo es:

n+k-1
k-1

En el problema k=5
et o5 — ,
nl4 n.24

= (n+1)(n+2)(n+3)(n+4) = 24x495
Entonces

(n+1D(n+2)(n+3)(n+4) = Ix10x11x12
de donde n=8
Entonces (p+q+r)® tendra

. Tendra 45 términos

290

(43D Dln

La expresién es equivalente a
[(+x)¥+(145x)"1(1-x)

Desarrollando tenemos
130 3 a2 B2, M1 a2x3x24.)
4 32 2 8

2+ 1B -l_03x2+.., (1+2x+3x2+...)
4 32

Efectuando la multiplicacién
2+4x+ﬁx2+]_3x+1_3.x2+.l§._3x3—19§x2—
4 2 4 32
103 200
32

=2+ 4+—1—:i +[ 6+ -]—B-—EE x2e.,
4 2 32

2 B B,

4 32

. El tercer término es === 297 x2

Problema 27

Hallar el coeficiente de x* en el desarrollo de:
(1-2x+3x%) ¢

Resolucién:

Agrupando [1-(2x-3x%)] ? cuyo desarrollo :

(1-a) ’=1+3a+6a’+10a°+15a* + ...

En el problema
= 14+3(2x-3xD) +6(2x-3x2)2+ 10(2x-3x2)®
+15(2x-3x°) =+
Sumando los coeficientes de x*
6.9 + 10.3.2°(-3) + 15.2¢
Efectuando se obtiene - 66
- El coeficiente de x* es -66
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CAPITULO XI

Desarrollo del binomio de Newton

Problema 28

Indicar el coeficiente de x* en el desarrollo de:
(1-2x+3x%) #

Resolucién:

Agrupando [1-(2x-3x?)]""* su desarrollo es:

.

e
1+-;-(2x-3x2>+( 2 I; (2x-3x2) -

1 3 sy 5 3
= 1+ —=(2x-3x2)+ Z(2x-3x 2+ L (2x-3x?
Hae-ae2)- Sloc- 30 Soe-ae)

+

35
2x-3x2f +...
128( s

Buscando el coeficiente de x*

3.92,5 392.3), 35 91.27. %5 35
3 16 128° 8 4 8
.9
4

. El coeficiente es -9/4

Problema 29
Hallar el coeficiente de x'y* en el desarrollo de
f;y) = (e+y) . (@2x-y)

Resolucién:
Un término cualesquiera de la expansién de f(x;y)
es

tk+1:r+l = Cksxs_kyk'cr4 (2x)4~r(>y)r
- 24 r(v l)r Ci C? XS k ryk+r

Coef.

Del dato tenemos 9-k-r=7 A k+r=2
= Kk+r=2,ademask, re Z,

=k=2-r;

= k=0 ;r=2
k=1 ; r=1
k=2 ;r=0

Luego, el coeficiente de x” y* es:
Coef = Y 27 (-1yc; C

2
=Y 24 -1y cy, ¢ = 24-160+160
r=0

=24
> El coeficiente de x"y* es 24

Probhlema 30
Hallar el término

7 n
independiente en la expansion de [ Vo + ;L) .

Vx
Si los coeficientes de los términos t,,, y t, estan en
la relacién de (2r+3) a r respectivamente.
Solucién: '

lugar que ocupa el

1\ n-k 1 k
C,T(x7) (x 3) el término
arbitrario; luego si se trata del término

independiente; el exponente de x es cero;

=0 =3n= 10k ....... (4,

Sea t,, =

n-k
entonces; - -

wlx

nelN, keN
=n=10 A k=3
También tenemos por dato

n-r+1 .n
n -
G _2r+3 1 "' 2re3
G f oy '

= n=3r+2, reN, neN, n= 10

luego el menor valor de r=6; para n=20; de (%)
3(20) = 10k = k=6

.. El'lugar del término independiente (t,) es siete.
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Problemas Propuestos

1.

292

En la expansién de (1+x)%, los coeficientes
de los términos de lugares 2r+1 y r+2 son
iguales. Hallar r si es mayor que 2.

A) 13 B) 11 c) 10
D) 12 E) 14
{Cuantos términos del desarrollo de

(3\/§ w2 )12 son nimeros naturales?

C)3
E)5

A)7
D) 4

B)6

Si en el desarrollo del binomio

(ax 2+bx )" los términos de lugares a+3 y
b-1 equidistan de los extremos; ademés la
suma de todos los coeficientes es 27. Hallar
la suma de todos los exponentes de variable
(x) en su desarrollo.

A) 20
D) 14

B) 18 C) 16

E) 15

Senalar el valor del término central en el
desarrollo de (x2"+x "2"+2)™ sise sabe que
es equivalente a

o

l12-n [5n-12
A) Cg° B) ¢ O ¢,°
D) Cyo E) C);

En el desarrollo del siguiente binomio

(a*+b5™ los términos de lugares (n+6) y
(n+8) equidistan de los extremos. Encontrar
el exponente de “a” en el término central.

A) 25
D) 72

B) 36 C) 48

E) 81

9.

10.

Hallar el lugar que ocupa el término
independiente de x en el desarrollo de

[W—L)m
Vx

A) 111 B) 113

D) 117

C) 115
E) 120

Hallar el coeficiente del término que lleva x°
en el desarrollo de (x2-2x+1)°

A) 320
D) 260

B) 420 C) 210

E) 180

Hallar el término independiente de “x” en el

1 3n
desarrollode | x-—-
%2

!
N gy A
n 2n ln |
Oy
Ln B0
2 2
30 . 30
D) (- —————EB) D" — 4/
) (I By

Hallar “2n” en
(C G Gy € (11 2031 ! )2 = (40 320)°

A) 12
D) 16

B) 14 c) 10

E) 18

De la expansién de (ax"+bx*)**", la raiz
cuadrada de la suma de coeficientes es 216;
y la parte literal (variable) del 5to. término es
X2

Hallar el coeficiente del 4to. término si
(a+b) e N.
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CAPITULO XI

Desarrollo del binomio de Newton

11.

12.

13.

14.

A) 10240
D) 2 560

B) 20 480 C)5120

E) 51200

Dados los términos semejantes uno del
desarrollo de x(x*+y")* y otro de y(x"+y*)°
ambos ocupan la misma posicién en cada

2 2\2
polinornio. Hallar el valor de iﬂ-)—
1+a’b?
A)2 B) 4 a6
D)9 E) 12

Siendo n un numero entero positivo, hallar el
valor de

R=L {cincmvem o)
4“

C) (_ 1)n+l
E)2

A) 2
D) (- D'

B) (-1

Hallar el equivalente reducido de

¢ 2c 3¢y 4c) nC,’'
= — +o—t +..t
3 3 ¥ 3 3"
n-1 n-1
yn(4 yhj4 o b4
23 343 313
n-1 n
p) B[ 3 pn3
304 3\ 4
Sumar
. 5%C 5%¢ 5iCy 5!
5C, + - + Fovn
2 3 4 n+l
n+l _ nel n+l_
A) 5 1 B) 6 1 o) 6 1
n+l n-1 n+l
n+l_ n+l _
D) 6 2 E) 5 2
n+2 n+2

15.

16.

17.

18.

19.

Calcular
C"-3C,'+9C,-27C;"+ ... ; NEN
n n
A) Zsen 2T gy A sen DT
\/§ 3 \/§ 3
n

QC) (—1)"2— Senzn—Tt

‘/g 3
D) SengE E) Cos 2n

3 3

Hallar el término independiente de x en el

9
desarrollo de (%x2 S )

<

A) 2 B) - o L
18 3 18
4 I

p) & E) L
9 2

Hallar el término independiente de x en el
desarrollo de

4
[x+1+l)
X

A) 18 B) 15

D) 19

Cy 17
E) 16

Hallar e] equivalente de

C x(1-x)"1+2C, x*(1-x)™ 2+ +nC'x "

A) nx
D) (1+x)n

B) (n+1)x C)(n-1)x

E) (1-x)n

Hallar el término de mayor valor en el

R
desarrollo de (E * Ex] cuando x=1.
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1100 . 271 1100 24. Hallar el segundo término de la expansion

A) B) ——— 210 de
(l49.) 50. 151 m
’ (1+x)"™. y1+5x

o 100 .2°% : (1-x)?

{50.150

A) -!—7—x B) -?—3-x C) 1—9x
) 100 .27% ) 1100 , 27100 2 4 4

D) ——— —_—

'51.149 (150 ) D) 6x E) .141x

20. Sabiendo que en la expansién de (3x+1)" 25. Hallar el valor de la sumatoria

los términos de lugares sexto y séptimo
; ' > B 5 5.7 5.7.9
tienen el mismo coeficiente. Calcular la S = 2*3—5* Y PO
suma de todos los coeficientes de dicha ¥R ¥4
expansion.
A3 B) 3% 0)3'
A) 2% B) 2% C)2*
D)3 E) y2
D) 93 E) 916 ) ) \/—
A 26. Hallar el valor de la sumatoria
21. En el desarrollo de (3x3+ —1—) la suma de K=1 +§ +§'_5 + 3:5.7 o
X 4 4.8 4.8.12
coeficientes de su desarrollo es 2%, (Qué
lugar ocupa un termmo.que con}xene ax A) \/5 B) 1 0 \/g
elevado a un exponente igual al nimero de \/2—
su lugar? 1
D) — E)2
A) 10 B) 9 o) 12 V8
D) 8 E) 11
27. Sieldesarrollo de (1+x+x%)"es
22. Un término que se obtiene en el desarrollo A+ X +a  + oo+, X 2y, X1
de: (x+y+z+w)°’ es kx*y*z°w. (Cudnto sera Hallar el valor de a,+a,+a;+....
el valor de k?
A) 3" B)3"! cy2"
A) 2520 B) 5040 C) 1460 D)2" E) 3™
D) 1260 E) 1070
28. Hallar el coeficiente de x° en el desarrollo de
23. Hallar el valor de ( 17ﬁ+ ﬁ) 2
ni\2 n\2 n\2 n\2 3 9
(CoJ+ () = (S + o o(C
10 10 2
J A)-— B) — 0 =
A2 B) ln o2 27 27 27
nlo ™ ) .
D) — E) —
D) 2% E) 2n-1 27 27
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CAPITULO XI

Desarrollo del binomio de Newton

29.

Sin e Z*, hallar la suma de la serie “S” de

“n” términos siendo :
- 1 3 5 7 2n -1
= + + + vy ——
201 2%y 2’3 2'(4y 27(n")

30.

31.

32,

33.

34.

A) (2"-1)/n!
C) @n+1)/2"n!
D) (2n-1)/2".n!

B) (2".n!-1)/2".n!
E) (2n-n!)/2".n!

Indicar la raiz cibica del producto de todos
los términos de la progresion de 3 términos.

29" 1 5C" 1 BC,!

A) 25
D) 95

B) 105 C) 116

E) 138

({Cudl es el valor del término independiente
en el desarrollo de:

AQ) = \/LSL)S ?
=

A) 10
D) 39

B) 20 C) 30

E) 25

Hallar el término constante del desarrollo de:
4n

.
n- 2n
FOcy) =| 2 2
yr Nk
A) 220 B) 455 C) 1760
D) 458 E) 1920

Si el iinico término central del desarrollo de:

n
H(x;y) = (3)(2 - Q) es de sexlo grado.
x

{Qué exponente tendrd “y” en ese término?

A)6
D)5

B) 4 C)s3

E)2

En la expansién de

F(X) :(X?’\/; -x 4)]5
el término de lugar (2n-3), contado a partir
del extremo final, tienen por grado 45.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Hallar el grado del término de lugar (n-1),
contado a partir del extremo inicial.

A)8
D) Cero

B) 26 C)28

E) 30

Los términos de lugares: n; (n+1)y (n+2)
del desarrollo de E(x)=(1-x)™ se hallan en
progresion geométrica; segin esto halle el
término de lugar veinte.

A)x"? B) x*! C) 1™
D) x*° E)x®

Si Ka’’c™ pertenece a la expansién de:
E(a;b;c) = (a+b+c)’; calcular el valor de
k+3m

A) 4
D)7

B)5° ) 6°

E) 8*

En el desarrollo de

(csyx2- 17+ (x -yx2- 1)7; indicar el

coeficiente del término lineal.

A)-7
D) 7

B)-14 C) 21

E) 14

Hallar el coeficiente de x7y* en el desarrollo
de  flxy) = Ce+y)® Qx-y)!

A) -16
D) 48

B) 24 C) -160

E) 344

Calcular el valor aproximado de

3\/3—6+[1\/§+5\/28 .

B) 81

27 radicales

A) 80
D) 83

C) 82
E) 84

En el desarrollo de (xX*+y-x)% hallar el
coeficiente de los términos de la forma: x'y*

donde k es un nimero par no nulo.

A) 420
D) 56

B) 420; 560 C)-420; 56

E) 560
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CAPITULO

XI1I Numeros reales

Evaristo Galois (1811-1832)

El genio matematico mas precoz. Fue
suspendido en el examen de ingreso a la
escuela politécnica en 1830, y expulsado de
la Escuela Normal Superior en 1831 por
haber participado en la lucha librada por ios
demaceratas contra la Monarquia. Murié
tragicamente, a consecuencia de un duelo
de pistolas a la edad de 21 afios, no sin
haber escrito, en ia noche anterior a su
muerte, una carta a Agust Chevalier que
constituye un genial testamento cientifico,
en el cual Galois resume sus ideas sobre ia
teoria de las ecuaciones algebraicas, ideas
que constituyen la base del algebra
modera, dando un aporte significativo al
desarrollo de la teoria de grupos.

Alos diecisiete afios, envio a la Academiade
Ciencias una memoria sobre la resolucion
de ecuaciones algebraicas que contenia
algunas de las ideas matematicas mas
importantes del siglo. Desgraciadamente,
Galois nunca supo nada mas de ese trabajo;
es muy probabie que Cauchy, el principal
matematico francés de la época, la haya
perdido.

Envié un segundo trabajo a la Academia:
esta vez Poisson, un matematico de
prestigio, fue el juez y declard el trabajo
"incomprensible”.

o -2 -1 0 1 2 g

Recta numérica real
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Cortaduras en Q

Introducimos ahora un método alternativo para definir el mimero real a partir de Q
basado en las cortaduras de DEDEKIND.

Defimicion (Cortadura) :

El'sub conjunto A C Q es una Cortadura en Q si y sélo st se verifica:
I A#0 1 A=Q
II. xed » y<x = ycd

Il xed = Zyved tal que x <y

La condicion (1) significa que una Cortadura en Q es una parte propio y no vacia de Q
En (1) queda especificado que A carece de indximo.

Es claro que toda Cortadura en Q caracteriza una particion en Q que denotamos por
{A,A"} los elementos de A son cotas superiores de A.

Ejemplos:

1. Elsiguiente sub conjunto A de Q es un Cortador: A={x e Q/x < 1/3}

7 e . . . .
En este con 3 A es el extremo superior de A es decir el primer elemento del conjunto

de las cotas superiores de A

2. SiA esuna Cortadura en Q, entonces todo elemento de A es menor que todo elemento
de A es decir x €4 Ay €A =x <y

En efecto, si fuera v < x, como x €A, entonces por la condicion (I1) de la defimicion
resultariay ¢« A lo que es contrario a la lupdtesis.

3. Todo mitmero racional “a” determima una Cortadura en Q defimida por
A={x¢e Qtalque x <a}

Elnttinero “a” se llama frontera racional de la Cortadura y se identifica con el minimo
de A"

Fuente: Anclisis Matemdneo ~ 1 ulter Rudin

www.FreeLibros.me




Fl sistema de los
numeros reales

P v
i OBJETIVOS: - . ’ ) -
»  Distinguir la diferencia con otros tipos o clases de nimeros..
+ Saber c6mo se encuentra constituido este conjunto numérico.
«+. Dar alos nGmeros reales una categoria de campo numérico.
| « Conoceruna estructura algebraica (grupo, anillo, campo).
L~ Realizar algunas demostraciones usando los axlomnas de los nimeros reales.

P et £ ARSI

INTRODUCCION

No es posible jugar ajedrez sin conocer las reglas, podriamos mover un peén 4 espacios o una de las
torres diagonalmente; andlogamente no podemos trabajar con los nimeros sin conocer las reglas que
la gobiernan.

Los nimeros estan vinculados a tantas aplicaciones teéricas y practicas. Por citar el caso donde la
musica y los niimeros se relacionan estrechamente ya que se ha descubierto que existe una relacién
entre la calidad arménica de los acordes de una lira y las razones entre las longitudes de las cuerdas
pulsadas.

De tantas otras aplicaciones no nos equivocamos al decir que el mundo esta gobernado por los
ndameros

El nimero es el concepto matematico mds importante, incluso marca hitos en la historia, asi:

I. El origen de los nimeros naturales caracteriza a la sociedad primitiva y es acondicionado para
resolver las necesidades de las actividades practicas del hombre.

II. La aparicién de los ndmeros fraccionarios positivos fue acondicionado a la necesidad de efectuar
mediciones mas pequefias que la unidad.

IIl. La introduccién de los nimeros negativos fue provocado por el desarrollo del algebra en la

resolucién de problemas generales (siglo XVII),

IV. Enlos afios 70 del siglo XIX, fue desarrollado una teoria rigurosa de los nimeros reales en los trabajos
de R. Dedeking, G. Cantor y K. Weierstrass.

Cada uno de estos conjuntos numéricos han sido creados por extensién debido a las necesidades
circunstanciales de resolver los problemas concretos de la vida cotidiana.

299
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Lumbreras Editores Algebra
CONCEPTOS PREVIOS
CONJUNTO DE LOS NUMEROS REALES

Para tener una idea mis completa de los 2. m,abe = mabc - ma
nimeros reales, veamos c6émo estin 990
estructurados los diversos conjuntos que lo
conforman: ~ 93jy.2344-23 2321
1. Conjunto de los nimeros Naturales (N) ’ " T o0 990

N={1,22314,..... }
Ejemplo 3
II. Conjunto de los Nimeros Enteros (Z) Halle la fraccién equivalente a
0,142857142857 ....
Z={ -2,-1,0, 1,2, e } Resolucién:
i {

I1I. Conjunto de los Nimeros Racionales (Q) Veamos, es equivalente a

Un nimero racional es todo aquel nimero

que se puede expresar como la division 0.142857 — 142857 -0 _ 1

indicada de dos nimeros enteros. ’ 999999 7

Q={/ x="": m neZ An-+0}
n

Ejemplo 1
3: é. == 3 € Q
2

Ejemplo 2

0,25 = = 025 ¢ Q

Si el nimero dado es decimal periédico, su
transformacién a fraccionaria es:

-~ eabc-e

1. e,abec=
999

~ 357].3271-3 3268
999 999

Esquematizando:

Ném. Reales (K)  §

300

Nam. Racionales (Q)

IV. Niimeros Irracionales (Q): Un ndamero
irracional es todo aquel nimero que no es
posible expresarlo como la divisién indicada
de dos nimeros enteros. Un ndamero
irracional se caracteriza por tener parte
decimal no periédica, con infinitas cifras
decimales.

Q=x/x+2;, mnezZan-o}
n

Los nimeros irracionales son de dos tipos:
a. Irracionales Algebraicos: Raices de
polinomios de coeficientes enteros:

b. Nimeros Trascendentes: No son raices
de ningin polinomio de coeficientes
enteros: m,e , ..

Ejemplos:
1.7 = 3,141592 ...
2.e=2,71828182...

3.2 = 1,41421356 ...

infinitos no periédicos
infinitos no periddicos

infinitos no periédicos

PositivosZ "o N
Enteros Z { Cero
Negativos Z

. ... m
Fraccionarios — ; m,neZan=0
n

Nam. lrracionales (Q’ o 1)
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CAPITULO XII

El sistema de los nimeros reales

Correspondencia Biunivoca

Dados dos conjuntos no vacios A y B diremos que
existe una correspondenciabiunivoca entre éstos,
si a cada elemento del primer conjunto le
corresponde un s56lo elemento del segundo y a
cada elemento -del segundo conjunto le
corresponde un sé6lo elemento del primero.

Ejemplo:
Consideremos el conjunto A de las alumnas
becadas y el conjunto B los cédigos
correspondientes a cada alumna del conjunto A.
Graficando la correspondencia entre estos
conjuntos.

Analizando el grafico vemos que a cada alumna
le corresponde un cédigo y cada cédigo
pertenece a una alumna; a ello se llama una
correspondencia biunivoca.

lgualdad de nimeros

Cada uno de los conjuntos, subconjuntos de los
nimeros reales gozan de esta definicién, de
manera particular en los niimeros naturales.

Propiedades de la igualdad en N
1. Propiedad reflexiva: Todo nimero natural es

igual asi mismo.
Simbdlicamente: |V ac N ;a = a

2. Propiedad simétrica en N: Si un nidmero
natural es igual a un segundo, entonces este
segundo es igual al primero.

Simbdlicamente:
| vabeN:a=b= b=a |

3. Propiedad transitiva: si un niimero natural es
igual a un segundo y este segundo es igual a
un tercero, entonces el primero es igual al
tercero.

Simbélicamente:
va,b,ceN;a=bab=c= a=c—|

Estructuras algebraicas

Operacién binaria.- Llamada también ley de
composicién interna, definida en un conjunto no
vacio A. Consiste en una correspondencia
biunivoca que asigna a cada par de elementos de
A, un tinico elemento de A. Esto significa que a
cada elemento de AxA le corresponde un Gnico
elemento de A.

Definicién: La operacién binaria o ley de
composicién interna definida en un conjunto A no
vacio, es toda correspondencia biunivoca de AxA
enA.

AxA A

La correspondencia biunivoca la denotaremos
por *, entonces ¢ es una operacién binaria en

A=%:AxA— A esdeciracA abcA = askb c A

Ejemplos:

1. La adicién usual en Z es una operacion
binaria ya que la suma de todo par de
niimeros enteros es otro entero:
+:7Z x7 =2
(35)—=3+5=8

2. La sustraccién en N no es una operacion
binaria, puesto que la diferencia de dos
nimeros naturales no siempre es un ndimero
natural.
4,7¢ Nsinembargo4-7=-3s N
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Algebra

3. La multiplicacién en Q' no es una operacién

binaria puesto que el producto de dos
nimeros irracionales no necesariamente es
irracional.

V3 +1,/3-1cQ,pero (3+1)(y3-1)=2¢Q’

Si 8 = {a b, ¢, d} podemos definir una
operacién en S, haciendo uso de la siguiente
tabla (tabla de doble entrada).

* | a b ¢ d — Fila Superior
alia~b ¢ d
bl b c~d a
c|e dab
d|d b b ¢ Diagonal principal
Columna
principal
Se leera:
aka = a (a,a)—a
axb =b (a,b)=b
akc = ¢ (a,b)—c
did = ¢ d,d)—c

Se concluye que % define una operacién
binaria en A porque cada uno de los
resultados esta en A.

Ley de clausura o cerradura

Sea A un conjunto no vacio, a, b € Ay una
operacién #, siaxb € AV a, b € A, entonces se
dird que la operacion s es cerrado en A.

Toda operacién binaria cumple la
ley de clausura o cerradura.

302

Ejemplo: Consideremos el conjunto
A={1,2,3,4} y la operacién % entre los
nameros a,b de A, como el maximo comin
divisor de dichos numeros.

Simbdlicamente axb = M.C.D {a,b}

Resolucion:
Veamos en la siguiente tabla de doble
entrada:

% es una operacién cerrada en A.

w0 B |
e e Tl
NN o= N =N
Q) = s QO
&> = Nl

Estructura de Monoide

Definicién: El par ordenado (M, %) donde M es un
conjunto no vacio y # una operacién, es un
monoide si y sélo si % es una operacién binaria o
ley de composicién interna.

Ejemplos:

1.

Son modelos de monoides los conjuntos N.
Z, Q, R con la adicién ordinaria, es decir,
N, +),(@Z, +), (Q, +), (R,+)

El par (N, -) no es un monoide, ya que la
sustraccién no es una ley de composicién
interma en N.

El par (N , %), donde * se define como:
axb=max {ab} tiene la estructura de
monoide.

Sea A = {m, n, p} y la operacién #* definida
por la siguiente tabla:

Vemos que el par (A, #%) es un monoide.

Definicién (ley asociativa) -
La operacién binaria # es asociativa en A. s.
sélo si (akb)kc = ax(bxc) va,b,cecA
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El sistema de los niimeros reales

Ejemplos:

I. a%b =a+ b,donde a,b € N, es asociativa
Resolucién:
Veamos
Sean x,y,zeN
LO#y)kz = (x+y)dz=x+y+ 2z
Loex(yez) =xx(y+z) =x+y+ 2

De I'y Il vemos que * es asociativo

2. axb=a+b+ab vabeN
Veamo‘s: sean x,y,zeN

I Ooky)dz = (x+y+xy)az = x+y+xy+2
+ (x+y+xy)z
=X+y+z + Xy + Xz + yz + Xyz

. xx(y#z) = x#(y+z+yz) = x+y+2+yz
+ x(y+z+yz)
= X+y+Z+yZ+XY+XZ+XYZ

Dely I % es asociativa.

ESTRUCTURA DE SEMIGRUPO

Definicién: El par ordenado (A, %), donde A es
un conjunto no vacio y * es una operacién
binaria, se llamara semigrupo si y sélo si % es
asociativo en A. En otras palabras un semigrupo
es un n;onoide asociativo.

Ejemplos:

I.

Los pares (N, +), (Z, +), (N, .) Son modelos
de semigrupos.

2. Seaelpar (A, %) talque A = Ny asb=a+b+1
v a,b € A es un semigrupo ya que la operacion
* es ley de composicién interna y asociativa.
DEFINICIONES

1. s Ley conmutativa en A. La operacién binaria

% es conmutativa en un conjunto A no vacio si
y sélo si axb = bka ¥ a,b €A

1L

Ejemplos:

I. as¥b=a+b VabeZ
Veamos a%b = a+b =b+a = b%a
entonces x es conmutativa en Z

2. atb=abenQ
Veamos a#b = ab =b.a = b*a
entonces * es conmutativa en Q

. 3. % definida mediante la tabla de doble

entrada, A = {a, b, ¢}

Es conmutativa si la matriz M es
simétrica. Luego diremos que #* es
conmutativa en A.

Elemento neutro o identidad

Dado un conjunto no vacio A y una operacién
binaria #, e € A se llamara elemento identidad
o neutro de A bajo la operacién * siy sélo si
eka=ake = a VacA

Ejemplos:

1. En (Z, +) el nimero 0 es el elemento
identidad ya que a+0=a VvacZ

2. En (N, .) el nimero 1 es el elemento
identidad puesto que a.l = l.a =A
vaeN

3. EnA = {a, b, c} ylaoperacién % definido
mediante la tabla:

aka = a
a¥b =b = bxa

Se observa:
akC = C = C*a

de donde se concliye que a es el elemento
neutro del conjunto A con la operacién .
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II1. Elemento inverso o reciproco
Dado un conjunto no vacio A y una operacién
binaria #. Se dird que un elemento denotado
como a’cA es el inverso de a<A siy sélo si
axa’'= a'fa=e, siendo “e” el elemento
identidad de A bajo #.

Ejemplos:
1. En (Q, +) el inverso de 3 es -3 ya que
3+(-3)=0

2. En(R,.) elinversode 7 es% puesto que

7.l =1

7

3. En la operacién #% definida mediante la
tabla

vimos que su neutro era ay como
aka=a = a'=a

b#c=a =c¥b = b'=c¢

es decir, el inverso de a es ay el inverso
debesc.

IV. Distributividad de una operacién binaria
respecto a otra
Consideremos el caso de dos operaciones
binarias *y * definidos en un mismo conjunto
A, nos interesa caracterizar el
comportamiento relativo de dichas
operaciones binarias en el sentido de obtener
(axb)vc o también (avb)kc

a) v esdistributiva a derecha respecto a s si
y sélo si (akb)*¢ = (ave)x(bve) ¥ a,b,cc A
b) v esdistributiva a izquierda respecto a * si
y s6lo sicv(ash) = (cva)k (cvb) 7 ab,ceA
¢) Sedice que v es distributiva respecto de
% siysdlo silo es aizquierda y a derecha.

304

Ejemplos:

1. La adicién y la multiplicaciéon en N son
operaciones binarias y la segunda es
distributiva con respecto a la primera.
Veamos: sean a,b,ce N
a.(b+c)=a.b+a.c
(b+c).a=b.a+c.a

2. La potenciacion en N es distributiva a
derecha respecto a la multiplicacién ya
que (a.b)"=a".b"

Sin embargo no lo es a la izquierda
puesto que n*° # n*.n°

3. La divisién es distributiva a derecha con
respecto a la adicién ya que
(a+b)+c = a+c + b+c y no seria
correcto decir que la adicién es
distributiva a derecha respecto a la
division yaque c+{(a+b) # ¢c+a + c+b
ESTRUCTURA DE GRUPO '

El concepto de grupo juega un papel
importante, no sélo en matematicas, sino
también en otras ciencias como en la fisica y la
quimica. La teoria de grupos es la base del
algebra abstracta moderma y puede ser encarado
imponiendo condiciones a las estnicturas de
monoide o de semigrupo.

Definicién: Sea G un conjunto no vacio y # una

operacién binaria, el par (G, %) se llama grupo s:

y s6lo si * es una operacién binaria asociativa.

con elemento neutro y todo elemento de C

admite un inverso en G.

Simbdlicamente:

(G, %) es un grupo si y sélo si se verifican los

axiomas:

G #:GxG=G

G, = es asociativo, es decir, (axb)sc = as(bs#c,
va,b,c-C
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G, Existencia del elemento neutro o identidad 6. Sea (a, *) un grupo ¥ ab € G probar la

JeeGtalque ake = eka =a VacG
G, Existencia de inversos
vae(, Ja’eGtalque aka’= a'%a =e

Ejemplos:

1. (Z, +) es un grupo

Veamos:

a) La adicién de ntimeros enteros genera
otro nimero entero.

b) La adicion de numeros enteros es
asociativo, es decir, a+{(b+c) = (a+b)+c

¢) Tiene a cero como el elemento neutro
(0eZ)yaquea+0=a VvacZ

d) Todo elemento entero acZ tiene un
elemento inverso denotado por (-a)cZ de
tal modo que a+(-a) =0

existencia y unicidad de x€G tal que x#a=b

Demostracion:
I. Sea x=b%xa' veamos que verificala
ecuacion:

como x=bx*a' = x%ka = b%a'ka =bxe =b

= x#%a = b, luego existe tal x

Il. Ahora veamos que x es Gnico
Supongamos que x; y x, verifican la
ecuacion.

= x%a = b = xy%a = x,;%a = x,%a
= x%aka = x,%aka' (a'es elinverso de a)
= Xpke = Xpke = X| = X,

-~ X es unico

2. (N,, +) no es un grupo, siendo: 7. Demostrar que (a%b)'=b™a'’ Y a,be G

/ N, = {0,1,2,3, ...} puesto que sus elementos siendo (G, %) un grupo.
no tienen sus inversos respecto a la adicién. (Para el lector)

3. (R-{0},.) es un grupo ya que se cumple con Definicion (grupo abeliano)
los axiomas requeridos, en cambio (R, .) no Sien el grupo (G, %) se cumple que axb = bxa
lo es porque no existe el inverso multiplicativo vV a,beG, se dice que el grupo es abeliano o
para 0. conmutativo.

4. El elemento identidad en un grupo es tnico.
En efecto:
Supongamos que e y e’ son neutros respecto
a % entonces se tiene:
e'=e'de=eke'=¢e

Lel=e

El término de grupo abeliano se
debe en honor al célebre
matematico noruego Niels Henrik
Abel quien escribié tratados acerca
de las estructuras algebraicas y demostré por la
teorfa de grupos la imposibilidad de resotver las
ecuaciones de grado mayor o igual a cinco por
férmulas generales en funcién a sus coeficientes.

5. Los elementos inversos en un grupo son

unicos. Definicién (potenciacién)

En efecto: Sea aeG yneN ; n>2 se define:
Supongamos que a’ y a" son los inversos de a, a" = aka%kak ...%a “n” veces.

entonces se tiene:

a"' = a"se = a"x(axa) = (a"ka)xa' = exa'=a' 8. Demostrar que si (a%b)? = a® %b> Va, b ¢ G,
ca'=a entonces el grupo (G, *) es abeliano.
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Demostracion:

A partir de la condicién habria que demostrar
que a¥b =b%a Va,be G

Veamos:

(a%b)? = a’#b’ = (a*b)x(axb) = axakbkb

= a%(bxa)xb = ax(a*b)#b

= a' kak(b%a)xbxb' = a'xax(axb)xbkb’

= ex(bka)xe = ex(akb)*e

de donde b#a = a%b

. (G, %) es abeliano.

9, Teorema de cancelacion
. Teorema de cancelacién (por izquierda).
Sea el grupo (G %) con axb = axc;
entonces b=c v a,b,ceG.

Demostracion

Como a ¢ G = a ¢ G ; luego
componiendo con a' tenemos:

akb = a%c

= a' x(awb) = ax(axc)
= (a'ka)*b = (a'*a)*c
=esb =exc—=b=c
. Teorema de cancelacién (por derecha)

Sea el grupo (G , %) con b#a = c#a,
entonces b=c Va,b,ceG.

La demostracién queda como ejercicio
para el lector.

SUBGRUPO

Definicién: Sea H un subconjunto no vacio de
G, el par (H,%) es un subgrupo de (G,*) siy s6lo si
(H, %) es un grupo.

Ejemplos:

1. (Q. +) es un subgrupo de (R, +)

2. Si T={x/x=2kkeZ}, (T, +) es subgrupo
de (Z, +)

3. Seaelgrupo (A, %), donde A = {a,b,¢c,d} yla

ley de composicién interna * definida por la
tabla siguiente:

*|

0 T P
o v ToT
[ -V el o}
[> N e T = T =B

a
b
c
d/|d ¢ b a

Es facil ver que (A, %) es un grupo abeliano.
Vemos que si H={a, b} entonces (H, %) es un
subgrupo de (A, %), en cambio siH' = {a, b, ¢}
vemos que (H', %) no es subgrupo de (A, %) ya
que bxc = de¢H.

. Teorema: SiH es subconjunto no vacio de

un grupo (G,*) que verifica a €H » beH =
a#b'cH, entonces (H,%) es un subgrupo de
(G,*x)

Demostracion:
Veamos que (H,%) es un gmpo

a) Asociatividad garantizada pues H=G
b) Elemento neutro:
acH 7 4fH = aka' € H = ecH
¢) Elemento inverso:
seaecH racH—=exa'eH=a'¢H
d) Clausura o cerradura
(acHrbeH=a%bc H)
En efecto:
acHAb'eH=ax(b) eH=a%beH
(Demuestre que (b)' =b)

- (H, %) es un subgrupo de (G, #)

5. Si (H,,*)y (H,, %) son subgrupos de (G,)

demostrar que (H, n H,, %) es un subgrupo de
(G, #)
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Demostracién: .
Usando el teorema anterior (ejemplo 4)
Bastard demostrar que

siaeH,nH, AbeH, nH, entonces a4b' eH, N H,

Veamos:

aeH, nH, A beH, n H,
acH, acH,
beH, beH,

= axb'cH, A axb' ¢ H,

=axb'eH nH,
~ (H,nH, , %) esun subgrupo de (G, %)

HOMOMORFISMO DE GRUPOS
Sean dos conjuntos no vacifos Ay A'y las leyes
de composicién interna:

* AxA - A
* 1 A xA - A

Definicién (homomorfismo)
La funcién f: A = A' es un homomorfismo
respecto de * y %' siy sélo si la imagen de la
composicién en A es igual a la composicién
de imégenes en A.
Asf:
f: A= A'es un homomorfismo de

*y % = f(axb)=f(a)¥ f(b)

vVabecA

b) = f(a)#' f(b)

Interpretado como:
I. acA AbeA = aitb e A= f(axb) € A'
1. acA rbeA=f(a)e A' Af(b) c A

= f(a) ' f(b) € A'

Ejemplo:

Sean Z y R los conjuntos y + , . las leyes de
composicién interna, tenemos que: f(x) = a*
cona>0nra#1

Veamos que f(x+y) = a**” = a'. a’ = f(x) .
fy)

= f es un homomofismo de Z y R
Homomorfismos Especiales
Sea f: A — A'un homomorfismo de %y %'

I. f es un monomorfismo si y sélo si fes
inyectivo.

II. fes epimorfismo siy sélo si f es suryectivo.

IIL. f es unisomorfismo siy solo si f es biyectivo

IV. fes un automorfismo siy sélosi A = A’

Ejemplos:

1. Sea f:Z— Rtalquef(x) =A";A>2
como f(a+b) = A**® = 22, A* = f(a) . f(b)
f(x) es un isomorfismo

2. Seah: R — Rtalque h(x) = - 7x
h(a+b) = -7(a+b) = -7a+- 7b = h(a)+h(b)
h(x) es un automorfismo e isomorfismo.

3. Sif: A= A'es un homomorfismo de grupos,
entonces la imagen del neutro del primer
grupo es el neutro del segundo grupo.

Resolucién:

Se trata de probar que f(e)=e', donde e es el
neutro de (A, ¥) y €' es el neutro de (A', %)
Veamos para cualquier x<A se tiene xe = x
= f(xxe) = f(x)

Por definicién de homomorfismo

f(x)x f(e) = f(x) = f(x)x f(e) = {()*' €'
luego por ley de cancelacién f(e) = €'

4. Sif: A— A'es un homomorfismo de grupos,
entonces la imagen del inverso de todo
elemento de A es igual al inverso de su
imagen, es decir f(x') = (f(x))', donde x' es el
inverso de x en A.
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Resolucién:

Sabemos que xkx' = e
fekx 1) = f(e)

Por definicién de homomorfismo

f(x)* f(x') = f(e). Del ejemplo anterior
fOx f(x) = ¢

~ ) = (1))

v x € A entonces,

ESTRUCTURA DE ANILLO
Sea A un conjunto no vacio y dos leyes de
composicién intema #, v

Definicion:
sélo si:

La terna (A, %, v) es un anillo si y

I. Elpar ordenado (A, %) es un grupo abeliano

Il. El par ordenado (A, v) es un semigrupo

Mll. Lasegundaley (v) es distributiva conrespecto
ala primera (%)

Estas condiciones se traducen en los siguientes
axiomas:

A : VvabecA=akbecA

A, Vab,ce A= ax(bxc) = (a¥b)xc

A, : JecAtalqueaxe =exa=a vVacA
A, : Ja'cA VacAtalqueaxa =a%a=¢e

A, : axb=Dbka va,beA

A; . VabcA=abeA

A, : Vab,ceA=ar(bvc)= (avb)vc

A; : v esdistributivo respecto a ¥, esto es:
av(bkc) = (avb)x(avc) Va,b,ceA
(bxc)va = (bva)x{cva) Va,b,ccA

Ejemplos:

1. (Z, + ,.) es un anillo conmutativo y con
unidad.

2. (N, +,.) no es un anillo, puesto que no existe
neutro para la adicién.
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Definiciones: Sea (A, +,.) un anillo:

I.  Siexiste un elemento 1€A tal que
a.l = l.a=a VYaeA, entonces (A, +,.)
se llarna anillo con elemento identidad.

. Sia.b=b.a Va,bceA, entonces (a,+,.)
se llama anillo conmutativo.

3. Teorema: Sea (A, +,.) unanillo, entonces:

. a0=0a=0 VacA
. a.(-b) =(-a)b=-(ab) VabeA
. (-a).(-b)=ab vabeA

Demostraciéon
I. a.0=a(0+0)=a.0 + a0

= -(a,0)+a.0 = -(a.0)+a.0 + a.0

0 0
v al0=0
II. a0=alb+(-b)=0
ab+af-b)=0
-(ab) + ab + (a(-b)) = -(a.b)
0
. a(-b) = -(a.b)
También:

0.b = (a+(-a))b=0
ab+(-a).b = 0 = -(ab)+ab+(-a)(b)=-(ab)+0

0
. (-a)b = -(ab)
. 0.0=0=(a+(-a))(b+(-b)) =0

por distributividad
a.b +a(-b)+(-a)b+(- a)(-b)=0

-(ab) -(ab)

ab + (-ab) + -(ab) + (-a)(-b) =0
0

. (-a)(-b) = ab
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Subanillo: Sea (A, +,.) un anillo, un subanillo
de (A, +,.) es una parte no vacia de (A, +,.) que
tiene la estructura de anillo con las mismas leyes
de composicion intema.

Definicién (subanillo)

En subconjunto no vacio ScA {es un subanillo de
(A, +,.)siysélosi (S, +) es subgrupo.de (A ,+)
y ademads S es cerrada para el producto.
Resultado obvio que ScA es subanillo de (A, +,.)
Siysélosi ¥ a,be A se verificaquea-beAy
abeA

Ejemplo:

Sea acZ el conjunto de todos los muiltiplos de a
S = {k.a ; keZ}, entonces (S,+,.) es un subanillo
de (Z,+,.)

Enefecto,six,ye S—»x=kary =ka

= x - y = ka - kK'a = a(k-k) = ak"

Esdecir x- ye S

porotrapartex,ye S=x =k.a ry =k'a

= x.y = k.a.k'a = (k.a.k)a = k"a

Es decir: x,ye S

ESTRUCTURA DE CUERPO

Un anillo con unidad, cuyos elementos no nulos

son invertibles, se llama anillo de divisién. Todo

anijlo de division conmutativo es un cuerpo.

Definicién (cuerpo)

Laterna (S, +,.) s un cuerpo siy sélo si es un

anillo conmutativo, con identidad y cuyos

elementos no nulos admiten inversos

multiplicativos.

Los axiomas que caracterizan a la estructura de

un cuerpo son:

1. (S, +) es un grupo abeliano.

II. (S - {0},.) es un grupo abeliano

Ill. El producto es distributivo con respecto a la
suma.

Las condiciones |, Il y Ill se traducen en los
siguientes axiomas:

C,: Sia,beS=(atb)eSya.beS
C,: Las operaciones + y . son conmulativos, es
decir: a+b =b+a y ab=>b.a
C;: Las operaciones + y . son asociativas, es
decir:
a+(b+c) = (a+b)+c y a(be) = (ab)c
C,: YaeS=a+0=a=0+a,es decir 0 es el
elemento idéntico bajo la operacién +
C;: VaeSsetienea.l = l.a = aelelemento 1
es el elemento idéntico bajo la operacion.
Cs: Paracadaac S, existe un elemento inverso
denotado por:
(-a)/a+(-a) =0=(-a)+a
C,: Para cada elemento a € S, excepto el cero
existe un inverso bajo la operacién . , es
decir
vac$, Ja'eS/a.a'=1=a'.a
Cy: La operacién . es distributiva respecto a la
operacién +:
I. a(b+c) = ab + ac
II. (b+c)a =ba + ca=ab + ac

Ejemplos:
1. Lasternas (Q, +,.)y(R, +,.) son cuerpos.

2. Laterna (Z, +,.) no es un cuerpo, pues los
Unicos elementos no nulos que admiten
inverso multiplicativo son -1y 1.

3. Elanillo R de todos los nimeros reales es un
campo porque cumple con las 8 propiedades
de campo.

4. La terna (C;+;.) es un campo porque
verifica las 8 propiedades de campo, C es el
conjunto de los nimeros complejos 0=(0;0)
y el niimero complejo e=1 = (1 ; 0).
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CUERPO DE 10S NUMEROS REALES COMO UN CUERPO ORDENADO Y COMPLETO

Se estudiara como un cuerpo que satisface
ciertos postulados.

En la estructura de cuerpo tenemos el
conjunto R, denotando a sus elementos por
a, b, cd .. en el cual existe una relacion de
equivalencia denotada por (=) y ademas dos
operaciones: (+), () adicién y multiplicacién
respectivamente, que estdn univocamente
definidas con respecto a la relacién de
equivalencia. Primeramente necesitamos de la
terna (R : + ; .) con los siguientes axiormas de
cuerpo.

AXIOMAS DE ADICION

A,: Leyde clausura: Paratodoa,b e R, (a+b)
€ R, la suma también es real.

A,: Ley de conmutatividad: Paratodoab € R
la suma de cualquier par de nimeros reales
no depende del orden en que le sumen
a+b =b+a.

A,: Ley Asociativa: Para todo a, b, ¢ enR
(a+b)+c = a+(b+c) la suma de tres o mas
nimeros reales es independientes del
modo en que son agrupados (asociados).

A,: Existenciayunicidad del elemento neutro
aditivo: Existe un elemento en R y sélo
uno denotado por 0, tal que vV a € R:

a+0=0+a=a

A,: Existencia y unicidad del elemento
inverso aditivo: Para cada nimero real
“3” existe un elemento en R y sdlo uno,
denotado por (-a) tal que a+(-a) = (-a)
+a=0

AXIOMAS DE MULTIPLICACION

M,: Leyde clausura: Paratodoa,be R:
ab ¢ R, la multiplicacién ab también es un
real.

M,: Ley conmutativa: Para todo a . beR:
ab=ba, la multiplicacién de dos nimeros
reales no depende del orden en que son
multiplicados.
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M,: Ley asociativa: Para todo a, b,ce R:
a.(bc) = (ab).c, lamultiplicacién de tres
o0 mds numeros reales produce el mismo
resultado, sean agrupados de cualquier
manera.

M,: Existenciayunicidad delelemento neutro
multiplicativo: Existe un elemento enR y
solo uno, denotado por “1” distinto de cero,
tal que, paratodoa e R: a.l = l.a=a

M,: Existencia y unicidad delinverso
multiplicativo: Para cada a-0 en R, existe
uno y sélo un elemento en R denotado por
“a'™ talque: a.a'=a'a=1

AXIOMAS DE DISTRIBUTIVIDAD
Paratodoa.b,cen R:

a.(b+c)=ab + ac

(atb).c=ac + bc
por lo tanto la tema (R ; + ; .) también es ur.
cuerpo.
Ahora para que la terna (R ; + ;.) sea un “cuerpc
ordenado completo” tiene que satisfacer los
siguientes postulados.

1. Existe un subconjunto propio M de R conlas
siguientes propiedades:
a. 0¢M
b. Si x ¢ R, entonces se cumple unay so.:
una de las siguientes proposiciones:
I xeM, L -xeM, Il.0eM, es cierta
2. El subconjunto M estd cerrado bajo .:
operacién +y. de (R ; +;.) oseasi:
x,yeM = x+yeMyx.yeM
3. Si T es un subconjunto no nulo de R v si ~
tiene una cota superior en R, entonces T tier:
una minima cota superior en R.
Los elementos del conjunto M descritos en.2<
postulados 1 y 2 se llaman elementos positivos =
R o simplemente nimeros positivos.
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Los elementos del conjunto M' donde
M = {xcR/x ¢ M A x # 0} se llama nimeros
negativos.

Ahorasi v x, y € R, tal que y+(-x)=(y-x)eM,
decimos que x es menor que y (x < y), que nos
indica la existencia de la relacién de orden, por lo
tanto laterna (R ; + ;.) es un campo ordenado.

Al postulado 3 se le llama “postulado de
completitud” o postulado de continuidad. Uno
de los efectos de este postulado serd asegurar
que se puedan establecer una correspondencia
biunivoca, entre los elementos de R y los puntos
de una linea recta, esto es enunciado algunas
veces, diciendo que no existe huecos en R.

Como conclusién diremos que si un cuerpo
numérico cumple estos tres postulados, sera un
“cuerpo ordenado y completo”.

Definicién de la sustraccion
Vx,yeR;x-y=x+ (-y)

Definicién de la division
Vx,yeRay-0:X=x.y'

y
Ley de cancelacion
Sean a, b, ¢ elementos de un cuerpo de R
Demostrar:
1. Si: atc=b+c=a=>b

2. Siia.c=b.cAc¥0)=a=b

Pemostracién:

1. a+c=b+c
a+c+(-¢c)=b+c+ (-¢) sumando (-¢)
a+ (c+(-¢)) =b + (c + (-c)) propiedad
asociativa
a + 0 = b + 0 elemento neutro

“a=b
2. Para el lector.

TEOREMA

vxeR: x.0=0

Demostracién:
0+0=0 neutro aditivo
x(0+0) = x.0 multiplicando por x

x.0 +x.0=x.0
x0+x.0=x.0+0

x.0=0

propiedad distributiva
neutro aditivo

ley de cancelacién

Relacién de orden: Sea A el conjunto de los
nimeros reales. Un subconjunto R-AxA es una
relacién de orden en A, siy sélo si R satisface
las siguientes propiedades:

I. Sia,bcAra=b = aRb v bRa

II. Si aRb = a+b

IIl. Si a,b,c,€A, aRb » bRc = aRc

SiA es RyR es < (menor que) se tendra:

I. Leyde Tricotomia: Dados a, b ¢ R, entonces
se cumple una y solamente una de las
relaciones:
a<bva=b vb<a ;

De(Dsi: a<b=a=#b

II. Ley de Transitividad: Para todo a,b,c-R, se
cumple que si:
a<bab<c = a<c

Conjuntos Acotados

Si A es un conjunto de nimeros reales, de un
ndmero finito de elementos entonces A tiene un
elemento méaximo y uno minimo. Pero también
este conjunto puede tener infinitos nimeros
reales, en este caso A puede ser que tenga un
elemento méximo y uno minimo o tal vez no
existen dichos elementos.

Ejemplos:
A = {-3,2,5, 10}; en este conjunto el elemento
maximo es 10 y el minimo es - 3.

B ={xel&/x2>—;-} ; este conjunto no tiene ni

maximo ni minimo elemento. (Por qué?

C = {xeR/xe[-2,15)} sélo tiene minimo que
es -2

D={xeZ/x*< 16} no tiene ni mAaximo ni
minimo elemento.

3N
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Cota superior de un conjunto

Sea R el conjunto de los niimeros reales y LcR
diremos que el conjunto L estd acotado
superiormente (o tiene una cota superior) si
existe un nimero c € R siy sélo si ¢ es mayor o
igual que todos los elementos de L.

Asf:

R

Se puede ver que L estd acotado superiormente
enR.

Ejemplos:

a. Sea: L={xcZ/x*<16} o L estaacotado
superiormente en Z
Resolucién:

5 € Z esunacota superiorde L, pues Vx €L;
X<

10 £ Z es cota superiorde L, pues Vx € L
x< 10

4 ¢ Z es cota superiorde L, pues vx € L;
x<4

pero 3 € Z no es cota superior de L, pues
¥ x €L no es cierto que x < 3 porque existe
un elemento 4.

De donde concluimos que las cotas
superiores de L son todos los nimeros
enteros mayores o iguales a 4.

Asimismo podemos decir que el conjunto L
esta acotado superiormente en el conjunto Z.

b. El conjunto:

S={xeR/xe<-3; +~>} no estd acotado
superiormente en R puesto que no existe
ceR,talquevxeS;x<c

Cota inferior de un conjunto
Sea R el conjunto de los nimeros realesy L < R,
diremos que el conjunto L estd acotado
inferiormente (o tiene una cota superior) si existe
un namero c € R, siy sélo si ¢ es menor o igual
que todos los elementos de L.

-
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Conjuntos acotados

Sean R el conjunto de los niimeros reales y LcR.
El conjunto L est acotado si existe un ntimero
c € R, tal que para todo xcL ; -¢ < x < ¢, es decir
el conjunto L es acotado si es acotado superior e
inferiormente.

Ejemplo:

Sea: L= {xe R/x* <25}

Resolucién:

Si: x¥* <25 = xe <-5,5>

= L={xeR / -5<x <5} y, como vemos
existen cotas tanto superiores como inferiores. El
conjunto de cotas inferioreses {x e R /x < -5} y
el conjunto de cotas superiores es {xeR / x>5}
con lo cual queda establecido que el conjunto es
acotado.

Supremo de un conjunto

Sea L un subconjunto de R acotado
superiormente, diremos que un elemento de ceR
es el supremo de L siy sélo si ¢ es la menor de
las cotas superiores de L.

Notacién: c = sup. L

fnfimo de un conjunto
Sea b un subconjunto de R acotado
inferiormente, diremos que un elemento ceR es
el infimo de L siy sélo si ¢ es la mayor de todas
las cotas inferiores de L.

Notacién: C =inf. L
Ejemplo:
_ ~ (_])n
Sea A={xek [x=-——Ane N},
n
se tendra
1 11
-1, = = e que ordenado es
2 3 4
-l,l,~—1, ............ l—vinf.A=—1,
5 2
1
sup. A= —
P 2
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Problemas Resueltos

Problema

Indique el valor de verdad de las siguientes
proposiciones:

I. La operacion « sobre Z es binaria /
a.b=2 !
b
II. La operacidn # sobre Q es binaria /
ab+ 1
a+b
[lI. La operacién (+) sobre R es conmutativa /
a+b-2
ab

akb = cona+b =0

aGbs= conab # 0

Resolucion:

L. Comoparatodoa,bez;(a; 1)

no necesariamente es entero; entonces la
operacién . no es binaria
. (Falso)

II. Como para todo a, b racionales, se tiene que
ab es racional, ab + 1 también es racional.
ab + 1
=
a+b

con a+b=0 es también racional.

% es una operacién binaria sobre Q
(verdadero)
11I. Si 5 es conmutativa se debe verificar que a
& b=b()a paratodo a, b reales.

v oa. a(Db:i:_?i
ab
b. ba= b+a-2 _ a+b -2
ba ab

De (a) y (b) la operacién ) es conmutativa
(Verdadero )

Problema 2

La operacion # esta definida en Q-{- 1} segin:
axb=a+ab+b vabecQ

Demostrar que 0 es su elemento neutro.

Resolucién:
Sea: b = e donde “e” es el elemento neutro
= ake=a
= at+ae+e=a
= ae +e=0
=efa+l)=0 ; a#-1

“e=0 YacQ

Problema 3
Del problema N°¢ 2 demostrar que el elemento
inverso de 2 es -2/3
Resolucién:
Sea e' el inverso de 2
= 2 xe' = e (por definicién)
= 2 + 2e' + e = 0 (del prob. anterior)
= 2+3e'=0

2
= e'=-=
3

Prohlemad

En A = {1, 2, 3, 4} se define una operacién
cuyos valores estan dados por la tabla de doble
entrada adjunta:

SO DN =R
O I I
o W NN
N = A W W
L B S L

Hallar el valor de verdad de cada una de las
siguientes proposiciones:
I. En x#4 = 1 existe un solo valor x en A
II. La operacidn % es conmuLativa
HL (2%3) #[3%(1x4)] =1 %/
Resolucién:
I. Delatabla: 24 = 1
4x4=1
= para x existen 2 valores (falso)
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Fl sistema de los niimeros reales

Problema?l
Sea S = {0, 1, 2, 3} y la operacidn binaria %
definida por el siguiente esquema:

£]0 1 2 3

0ojo 1 2
11 2 3 0
202 3 0 1
33 0 1 2

Demostrar que el par (S, %) es un grupo.
Resolucién:
. La operacién binaria * cumple con la ley de
composicién interna #:
§SxS =S8
[I. Se cumple con la propiedad asociativa
l1I. Cumple con la existencia del elemento neutro
tnico (e=0) por que este elemento se
encuentra en la interseccién de la fila superior
con la columna principal repetidos en el
esquema tabular:
0%x0=0=0x0
Oxl=1=1%0
0%2=2=2%0
0%x3=3=3x%0
IV. Hallando los elementos inversos o simétricos
de0,1,2,3enS:
Oxa=0=a%0=a=0
luego, el simétrico de 0 es 0
1%b' =0=b'*%1=Db'=3 (fijarse en la
tabla)

= ¢l simétricode 1 es 3

2%¢'=0=¢c'%2 = ¢'=2

= el siméiricode 2 es 2

3xd'=0=d=%3 = d=1

= el simétricode 3 es 1

Con lo cual queda demostrado que (S;*) es
un grupo.

Se define la operaciéon ®por: Va,beR;
asb=a’-b
a¥ = axa
a®¥ = (a?®)xa ; calculara*®
Resolucién:
a® = (aka)¥a = (@’-aykxa =(a*-
=a'-2a+a’-a

ay-a
na¥=a'-2a+a -a

Problema 9
En el conjunto N, (naturales ampliados) se define
una operacién {l:
adb=(a+b) . (a-b) va,be N
Responder a las siguientes preguntas:
. Estdlaoperaciént]totalmente definida en N,
1. Es la operacién = asociativa
Resolucién:
. [ esté totalmente definida en N, si:
D: Ngx Ny vabeN,
alb = (a+b).(a-b) =a*-b?
Si:a=2,b=3 = allb=2"-3" =-5,
pero -5 ¢ N,

. laoperacién i no esté totalmente definida.

1. La operacién 2 es asociativa si:
va,b,ce N, (@b)ic=aibic)
(ab)lle = (a*-b)lc
=(@-b)-ct, ()

ai(be) = as(b?-c?)
=at (b ) ®

Como (a)#(p) la operacién T} no es
asociativa.

Problema 10

Del mismo problema anterior (9) responda:

I. Tiene un elemento neutro

II. Tiene elemento simétrico todo numero
natural respecto a la operacién I°
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II. Observando la tabla:

W N = x-'
W N ,t-*»—t
SN (w'xwm
;-Au; o |eo
u--w - e

4] 4 2
al trazar una diagonal se observa simetria,
entonces la operacién % es conmutativa

(Verdadero)

Ill. Reduciendo:
(243)3[3%(144) ]
= 4 % [3x4]
= 4 =% = 1 (Verdadero)

Problema$

Si(@a;b) y (c;d) son elementos de N? y

definimos las operaciones de +,. mediante:

(a;b)+(c;d)=(@+c:b+d)

(a;b) . (¢,d)=(a.c;b.d)

establecer el valor de verdad de cada una de las

proposiciones:

I. IN?es cerrada conrespectoa +y.

Il. Las operaciones + y .
asociativas. ) A

son conmutativas y

. Existe un tnico elemento neutro en las
operaciones + y.

Resolucién:

I. Como vemos, (a+c, b+d) y (ac, bd) son
también elementos de N2

= N? es cerrada respecto a las operaciones

de + Y. it \%)
. (a,b) + (c,d) = (a+c, b+d)
= (c+a, d+b)
= {¢,d) + (a,b)
(ab). (c,d) =(a.c,b.d)
= (c.a,d.b)
= (¢, d). (ab)

= las operaciones + y . son conmutativas

~
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Observacion: La asociatividad se prueba del
modoandlogo. ............... ... ... \2]

IIl. Los elementos neutros son: (0, 0) para + vy
(LDpara. ............ v ... V)

Problema 6
Si en los numeros naturales definimos la

mediante mvn =ym? +n? |,

entonces indicar el valor de verdad de las
siguientes proposiciones:
I. m¥{rn) = r{mvn), reN
II. (mvn) + (nVp) > (mVp),re N
L. m¥n=(m n)¥v/mn; mz:n
IV. m¥(n+p) = (mvn) + (n¥p)
Resolucién:

operacion V

1. Por su definicién
mvrn=ym?+r’n? ; rym?

.......... (falso)
II. (m¥n) + (nVp) = (mVp)

= ym?+n? +

al cuadrado

\/r12+p2 5 \/m2+p2

m’+n’+n’+pl+ \/(m2 +n)(n? v p?omP+p?

22 +y(m2+n)(n2+p9):0
......... (verdadero)

L. (mvn) = (m-n) v ymn -

, , 2
—ym?+n? = y(m - n)*+ /(mn)
ym2en? = ym?2  n?-2mn+ mn

ym2.n? # ym?+n?- mn
....... (falso)
IV. m¥(n+p) = (mvn) + (mVp)

Jm +N +‘/m +p‘
........ (falso)

— ym?+ (n+p)i=

FVFF
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Resolucién:
I. Seaeelelemento neutro vac N,

alfe=a = a’-e’=a

=e=*yala-1) ..... o (@)

e[Ca=a = e*-a’=a

=se==xa@+1) ...........il ®

Como «+f, entonces [ no tiene elemento
neutro.

1. Si no existe e para la operacion [ sobre los
N,, tampoco habré elemento simétrico para
todo ac N,

Probiema11
Demostrarque V-xeR: -x=(-Dx

Demostracién:
x.0=0 Teorema anterior

1+(-1) =0 postulado (elemento neutro adit.)
x(1 + (- 1)) = x. 0 multiplicando por x
x.1+x(-1) =0 distributividad

x + (-1)x =0 conmutatividad

x+(-x) + (- Dx = (-x) sumando (-x)

o+ XD+ Dx=-x

0 + (-1)x = ~x neutro aditivo

So(-Dx=-x

Prebiema12

TEOREMA:

Si ¥ esunnimerorealy x«0 = x> -0
Demostracién:

(Por contradiccién o reduccién al absurdo).
xeR, x=0 = x*#0

x* = 0 suposicién contradiciendo a la hipétesis
0 = x. 0 teorema anterior

x* = x. 0 realizando sustitucién

xx=x.0

x = 0 aplicando cancelacién

Con lo cual queda demostrado que si

xX=0

xeRnax=0 =

316

Prohlema 13
Teorema:

Si x,yeR, xy=0 = (xp)'=xly’?

Demostracién:

0y '=1
elemento inverso multiplicativo

Op) . Gy) ' =11
elemento neutro

Oy)) = Oex Dlyy D

inverso multiplicativo

CNGy) P =xlx 'y ) ’
conmutatividad y asociatividad

C)ley) ' = Cydx 'y D

s (xv),'=x"v,' levde cancelacién .

Problema 14
-1
Demostrar (f) =X ,stxy=0
y b'e

Demostracién:
-
(z) - (xy ') 'def. de la divisi6n

"
=x'GN' )

% pero acR » a=0 @h'=a

Como a=#0 tendrd inverso multiplicativo a
asumiendo x =a'=0, a=0

= x 1 — (a I) 1
x.x'=1=(@Ya")" inverso multiplicativo
tambiéna '.a =1 de donde se tendra
a'laY!'=a'.a
~ (@ '=a leydecancelacién

Luego en (I):

-1
. [5) =x'.y=2 def. de divisién
y x
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Preblema 15

En el conjunto ¢ = {a, b} se défine las
operaciones binarias por los siguientes esquemas
tabulares:

nlab °|ab
ala b ala a
bl b a bla b

{Cudles de los pares (C, ), (C,.) es un grupo?

Resolucién:

Verificaremos si satisfacen las 4 propiedades para

ser grupo.

I. Ambos sistemas
composicién interna:

cumplen la ley de

#:CXC = C

iexe = ¢

Il. Propiedad asociativa:
Y a,b,c, e C/(axb)xc = ak(bxc) vy
a.(b.c) =(a.b).c
Para todos los
asociatividad

Ill. Existencia del elemento neutro

casos se cumple la

Jeec Yaccake=a=eka = a=e

Jdecrc VYaccae=ea=a =e=Db

El elemento neutro, si es que existe, se
encuentra en la interseccién de la fila
principal repetida con la columna principal

repetida del esquema tabular.

IV. Existencia del elemento simétrico

Yaec Ja'ec/axa'=e=a%a = e=a
vaec da'ec/a.a'=e=a'.a,e=b
asxa = a'+ra = a' =a'| existe elinverso

bxb = b'sb = b'=b'| respectivo
a'.a - a.a' - a — a'| no existe elemento
inverso respecto

b.b" = b'.b = b' = b} ala operacién

de donde se concluye:

(C, %) esungrupo

(C,.) no es un grupo, porque no existe el
elemento inverso.

Problema 16

Sea el conjunto T = {0,1} con las operaciones
binarias dadas por los siguientes esquemas
tabulares:

+] 0 1 o 1
o] 0 1 o]0 0
1|1 o 1le 1

{T es un cuerpo respecto a estas operaciones

binarias?.

Resolucién:

Tenemos la tema (T . + . .): para que esta tema

sea un cuerpo tendrdn que verificarse los

postulados de cuerpo:

C:Si x,yeT=x+yeT A xyeT
+:TXT-=T r .:TXT =T

C,: La conmutatividad por simetria del esquema
tabular respecto a la diagonal principal donde
se define las operaciones
+;. esdecirsi xy € T
= X+y =y+X A XY =YX

C,: La asociatividad, si x,y,z¢ T
=x++)=x+y) +z
Comno el conjunto T tiene 2 elementos,

entonces el nimero de casos que tiene
que verificarse la propiedad asociativa para

la+ y . son:

0 0
o’ /
~y 0,
o<: u<
1<0 ;-0
1 1
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Prohlema 19

Demostrar que ﬁ es irracional.

Demostracion:
Usaremos el método del absurdo

Suponemos que ﬁ es racional

= \/§=%/ayb€ZAb;0

asimismo sean a y b irreductibles
3

De \/f - 2 alcuadrado — 2 = &_
b b2
= a’ =2b?

= a’es par, de donde a es par

Siaesparsea a=2k/keZ
= (2k)? = 2b% = b? = 2K*
lo cual implica también que b es par, lo cual

lleva a la contradiccién de lo supuesto a y b
irreductibles (primos).

. 2 no es racional

Probhlema 20
a ¢ ad +bc
Demostrar que — + — =
b d bd
Demostracion:
2, -ab'+cd’
b d
=alb'+cld'’

=add'b’'+cbb'd'
= (ad+bc)b 'd ' =

perobl.d'=(d) ' ....
_ ad + bc

£
d b.d

.... (prob. 13)

n

. a
b

Problema 21
Teorema: Si ab, x ¢ R ysia=0, entonces

ax+b=0 < x=-alb

Demostracién:
I Si ax+b=0
= ax+b+(-b) = 0+(-b)
= ax+0=-b = ax=-b
= alax=a'(-b)
= (aa')x=-a'b
l.x = -a'b=x=-alb
II. Six=al'lb = ax=a(-a.b)
=-(aa)o=-(Db= b
= a+b=(-b)+b=0
= ax+b=20

De (I) y () queda demostrado el teorema.

Problema 22
Para cada nimero real x, demostrar que
X+x+x=3x

Demostracién:
X+x+x=x+(x +x)
=x+ (x.1 + x.1)
=x+x(1+1)
=x + x.2
=x(1+2)
=x.3

X+ x+x=3x

Prohiema 23

Sea A = {xc R/x*> 64}
¢El conjunto esta acotado?
Resolucion:

X:64 = x-86x<-8

S XC<-%,-8] 8, 42>
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Es decir:

Parala (+)

1. (04+0)+0=0+(0+0) = 0=0
2. (0+0)+1=0+(0+1) = 1 =
3. (0+D)+0=0+(140) = 1 =1
4. (0+D+1=0+(1+1) =0=0
5 (1+0)+0=1+(0+0) = 1 =1
6. (1+0)+1=1+(0+1) =0=0
7. (1+D+0=1+(1+0) = 0=0
8 (I+D+1=1+(1+1) =1=1
Para la (*)

1. (0.0).0=0.(0.0) = 0=0

2. (0.0).1 =0.(0.1) = 0=0

3. (0.1).0=0.1.0) = 0=0

4. (0.D.1=0(1.1) =0=0

5. (1.0).0=1.(0.0) = 0=0

6. (1.0).1 =1.0.0) =0=0

7. (1.1D1=10.0)=0=0

8 (I.DJd=1L(L])=1=1

Con lo cual queda demostrado la validez de la
propiedad asociativa para las operaciones de
la adicién y la multiplicacion.

Si x,y z €T, entonces x.(y+z)=xy+x.2
tendra que probarle igualmente 8 casos.

1. 000+0)=0.0+0.1 =0=0
0(1+1) =00+ 1.1 =0=0
0(1+0)=0.1+0.0 = 0=0
01+1)=0.1+0.1 =0=0
1.(0+0)=1.0+.1.0 = 0=0
LO+D)=10+11=1=1
L+0) =11+ 1.0 = 1=1
L.+D=1L1+11=0=0

S B T

:30eT VxeT = x+0=0+x=x

=e=0cT (neutro aditivo)

: 31T vxeT = x.1=lx=x

=e = 1€eT (neutro multiplicativo)

Cp: vxeT; 3-xeT i x+(-x)=(-x)+x =0
0+0'=0+0=0=0'=0
0' inverso aditivo de 0
=l.I'=l=1=1=1
(1' inverso multiplicativo de 1)

Cy WxsT. x20 3x 'eT/xx '=x 'x=1
lx'l=x1=1=x'=1
~1t=1

(1 'es el reciproco multiplicativo de 1)

. Queda demostrado que laterna (T, +,.) es
un cuerpo.

Preblema 17

Corolario: “abeR:a(-b) = -(ab) = (-a)b

Demostracion:
1. a.(~b)=af(-1)b] (del prob. 11)
= (a(-1)b) M)
= (_ 1)(ab) (ng M:;)
a(-b)=-(@b) ..... ... ()]
I (-ab=(-D@).............. (prob. 11)
(Fa)b=-(@) ... (m
De(Dy(@D a(-b)=-(ab)=( a)b
Problema 18
Teorema: Yabe R, (-a)(-b)=ab
Demostracién:
Como (-a)(-b) = (-a)(-b) ........ (reflexién)
=(-D@)(b)...... (prob. 11}
=a(-DG-b) ...l (M,, M;)
=a(-(-b)) ......... (prob. 1)
=ab........ Teor. (-{-b)=b)
s (~a)(-b) =ab
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Hallando las cotas inferiores y superiores de A, si
existen:
AceR/VxeA;cCcex
dceR/VxeA;;x<c
lo cual nos hace concluir que el conjunto A no es
acotado.

Probiema 24
Si(C, ;.) es un semi grupo conidentidady v es el
conjunto de todo las unidades de C, bajo . ,

entonces (U, . ) €s un grupo.

Demostracion:

Para verificar que (u; .) es un grupo debemos
demostrar que u=¢; esto es inmediato porque e
¢ 4 y con ello podemos ver que se verifican los
axiomas I, Il y [l de la definicion de grupo.

Fl axioma IV se satisface para todo g ¢ U (unidad)
Faltaria demostrar que u es cerrado con respecto
a. para lo cual escogemos g, g, € U cualquiera.

Entonces existen g_l é; €C
Talque: 8,8, =8,-8 - €

Para demostrar que g,.g, € U, debemos encontrar
su inversa como especifica el axioma IV

(8,:8)-% 8

(gt'gz)(él_'g—z) =8 (32'972) .8

e

:g‘_:p:_—e

Se tiene pues que g_l g_I esinversode g,. 8,

Es decir: g_z—g_]_ “8:%

g - 92Yvg,.8 son de v
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Problema 25

Tres amigos, José, Pedro y Luis hacen las
afirmaciones siguientes, respecto a un numero
irracional x.

I. José : x* es irracional
II. Pedro : toda potencia de x es irracional
1l. Luis : alguna potencia de x (de exponente
diferente de cero) es racional.

{Cuél de los tres amigos dio una afirmacién

correcta?

Resolucion:

|. Sixelrracional = (P eQvx* < Q')

1. Toda potencia de x irracional no siempre es
irracional.
Ejemplo: (y2)*=8ca

11 Algunas potencias de x irracional es racional

Ejemplo: (y3=3¢Q
Conclusién: Luis dio una afirmacién correcta.

Problema 26

Dadas las afirmaciones, indicar el valor de
verdad.

. ¥aeQsetiene (a%)'"?
II. vaeQvreR ;existea
lll. Siae Qyvre R existe a entonces existe I’

=a

Resolucion:

L vaeQ: (@) =ya? = |a|
II. YaeQ: ¥ren,nosiempre esta definido a
Ejemplo: a=0 ~b=-1:0 ' no esta definido.
NMLSi ¥YaeQ; vre R existe a , n:
necesariamente existe r’
Ejemplo: (-4)" = 1 ; pero0 " no existe
Respuesta: FFF
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Problema 27

Indicar el valor de verdad de las siguientes

proposiciones:

I. Lasuma de dos irracionales es otra irracional.

II. Enuna divisién en Z; el resto es menor que el
divisor.

I1l. La gréafica de la clase de equivalencia [2/3] es
una recta.

Resolucién:

I. Laoperaciénde adicién enlos irracionales no
es cerrada.

Ejemplo: @2+3)+(-y3)=2¢cQ
B+0-2B)=1-B¢cqQ

Il. No siempre:

Ejemplo:

L B r=1 > d=-3

1 -5
w|2]f. 20 16 2248

3 730" 24" 3'3'6'9"

Es un conjunto de puntos discontinuos.
Respuesta: LF , ILF , L F

Prohiema 28

Sabiendo queﬁ es unirracional, demostrar que:
3 —

( V32 ) es irracional.

Resolucion:

3
Supongamos que x = \/§+ \/f es un numero
racional.

=x -2 = 3\/§ ; elevando al cubo:
- 3y2x +6x-2y2 =3
=x+6x- 3= 203" +2)

:,x3+6x 3 =
3x2+2

3x%42
esto implica una

) . ( x346x - 3)
Pero el primer miembro| — = es
racional, ya que x ¢ Q,
contradiccion.
Por lo tanto x no es racional, entonces es
irracional.

Prebhlema 29

Sean a y b dos nimeros reales tales que el

producto ab es irracional, luego analizar las

siguientes proposiciones:

I. Si a es irracional, entonces b debe ser
irracional.

II. Si a es racional, entonces b debe ser
irracional.

Ill. Si a es irracional, entonces b debe ser

racional.
Resolucién:
. ab e @ 4 a ¢ Q, entonces “b” puede
p

perteneceraQ v Q.
Ejemplo: ﬁ . ‘/§ cQ
i b
}/3 . 3Te' Q
a b

II. abe@Q A acQ, entonces b necesariamente
pertenece a Q'

Ejemplo: 5./3:Q
<’:Tl {> ; be@Q
[Ml.abe Q A acQ', entoncesbeQ v beqQ
Respuesta: FVF

Prohlema 30

Sea: Z; = {0,1,2,3,4} definimos la adicién y la

multiplicacién en Z; como sigue
_Ja+b Sia+b<5

a+b= {a+b—5 Sia+b.5 "aD€Zs

ab s si ab<b
a.b= Resto(a?b) ,si ab=5

Resolver en Z; el sistema:

2X+3y=2 ... N
X+2y=4 ... @
Resolucidn:

De(2): x=4-2y, en(1): 2(4-2y) +3y =2
=3-4y+3y=2=y=1
Luego,x =4 2.1 =x=2

x=2 , y=1

Observacién: 2.4=3 en Z,
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Problemas Propuestos

En el conjunto de los nimeros naturales se
define la operacién *

akb=a+b+2ab VabeN

Indicar el valor de verdad respecto a las
siguientes proposiciones:

. La operacién # es asociativa
{I. La operacién % es conmutativa
Ill. El elemento neutro es 0

A VW B) VVF C) VFV
D) VFF E) FVV

Definamos una nueva operacién binaria
sobre los niimeros reales. Paraa, b e R
llamaremos a#b = a, donde #* es el nuevo
operador.

Luego serd cierto que:

A) Lasuma de los resultados de 2 %0, 4%
6,8%8es8

B) Dado un elemento acR, no es posible,
hallar otro ntmero b/asb=a - -

C) La operacién * es asociativa

D) La operacion % es conmutativa -

E) No es operacién binaria

Sea Q el conjunto de los nuameros
racionales se define la operacién binaria
#/%:(ab)— 2a+3b vabeR

Es cierto que:

A) La operacién % es conmutativa

B) La operacion % es asociativa

C) Hay un elemento identidad para la
operacién *

D) No tienen elementos reciprocos para
cada elemento de Q.

E) (4%3) % (3%4) es 71

Se define una operacion # en el conjunto
de los nuimeros naturales de modo que
akxb=a+ (b+1).

Indicar el valor de verdad en las siguientes
proposiciones:

. 3%2es6
II. N es cerrado para esta operacién
Ill. La operacién % es conmutativa y

asociativa.
A) VWV B) VVF C) VFV
D) CFF E) FVW

Sobre R-{-1} se define la operacién
binaria %, de modo que:

va,beR, axhb =a+b+ab.
Establecer el valor de verdad de las
siguientes proposiciones:

. Elpar (R ; %) es un grupo conmutativo

II. Elsimétrico delrealres -

r+1
IIl. Fl elemento neutro es 0
A) VW B) VFV C) FW
D) VFF E) FFV

Si E={a}, laterna (P(E) ;. ,n)ylaleyde
composicién para los operadores u (unién),
~ (interseccién) estan dados por las tablas
siguientes:

ulo E nl ¢ E
6| ¢ E ol & o
EIE ¢ El¢ E
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CAPITULO X1l

El sistema de los numeros reales

indicar el valor de verdad de las siguientes
proposiciones:

I. La operaciéon n es distributiva con
respecto a la u (unién)

II. Es un grupo

1i. Es un anillo la terna (P(E) ; u ;)

A) VWV
D) FVF

B) VFF C) VFV

E) VVF
{Cuél de los pares no es un grupo?

A)A,);A={Li -1,-i}

B) (R;+)A(R;+) AR5 +) o (R ;)
) (1},

D) ({0}, +)

E)(N;.)

Establecer el valor de verdad de cada una

de las proposiciones:

. SealL el conjunto de todos los nimeros
reales de la forma p+qy2, donde py q
€ Z, luego el sistema (L, + ,.) es un
anillo.

[I. Sea L el conjunto de todos los nameros
reales de la forma p+q\/§ , donde p, q
sonracionales. Latema(L, +,.)esun
anillo.

11, Etpar ({1, -1},.) es un grmpo.

A) VWV
D) VFF

B) VVF C) VFV

E) FFV

Laterna (T, +,.) con T={0,1,2,} y+;.
definidos por las tablas.

+|0 1 2 o 1 2
0|0 1 2 0/0 0 O
11 2 0 1o 1 2
202 0 1 210 2 1

10.

11.

Establecer el valor de verdad:

I. Esuncampo latema (T, +,.)
II. Es un campo ordenado.
Il Es un grupo

A) VW
D) VVF

B) VFV C) VFF

E) FFV

Demostrar utilizando los axiomas del
campo de los mimeros reales.

I -(atb)=-a+(-b)

II. -0=0

1l (-a)° = a’

IV. (a+b)(a+(-b)) =a’ - b’

V. acR-{0}ya’=a = a=1

Establecer el valor de verdad de las
siguientes proposiciones:

1. Elconjunto
{n*(l)rll / n = TE}
n
es acotado superiormente.

II. El conjunto

{n+(-l)"l/n € .N}
n

es acotado inferiormente.

IIl. El conjunto

{nr(—l)"—l-/nel\'}
n

es acotado
A) VWV B) VFF C) FVF
D) FFF E) VVF
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12.

13.

14.

324

Senalar la afirmacién incorrecta:

A) El supremo del conjunto
/ _-pr . 1
xeR/x=——— AneNj}es —
n 2
B) Elinfimo del conjunto
_ e
xeR/x==—=AneNjes -1
n

C) Elconjunto {n/n e N} es acotado s6lo
inferiormente y su {nfimo es 1.

D) El conjunto

{n+(—1)".l/neN}
n

no tiene infimo ni supremo.

E) El conjunto

A= {xcR/yx+1<2} esunconjunto
acotado.

¢Cudl de los siguientes conjuntos no es
acotado?.

A) (xeR/X* <81}

B) {xc& /M<‘/2_1_}

O fxer / x2>25 A x%: 100}
D) {xeZ' [/ x*<16 A x?>4}

E) y2x+3 < -x

Demostrar los siguientes teoremas:
I. 7a,b,ce R,sia>byb>c

= a>c
II. Si:
M. Si:
IV. Si:
V. Si: x=0 = x'-0

(x " inverso multiplicativo de x).
VI. Si: x e y tienen el mismo signo

= xy >0

abeR,siia<b = -a>-b
a<b » c>0 = ac<bc

a<b - ¢<0 = ac>hc

135.

16.

17.

18.

Si m ® n= residuo de dividir (m+n) entre 8
y m # n=residuo de dividir m.n entre 8,

calcular (6®7) # (5®7)
A)2 B)3 C)4
D)8 E) 10

Sean las operaciones definidas por:

#la b ¢ d «la b c d
ala b ¢ d ala a a a
blb d a ¢ bla b ¢ d
cilc a d b cla ¢ d b
dld ¢ b a dla d b ¢

Si: x = b%c determinar el valor de:
{c¥x) . (bxa)

A)a
D)d

B)b Cb

BE)c

Si: a#b = (a’+b?)-ab, entonces el valor
de:
a*(bx(b+1)) es:

A) ab(b+1) + a’> + b*(b+1)?

B) (1+b+b%) [1+b*+b+a-a’]
C) [(1+b+b%) (1 +b+b*-a)+a?]
D) ab(b+1) + a’+a(b+1+b%
E) ab(b+1) + a’ - a (1+b+b?)

En R definimos las siguientes operaciones

a%b=3b+ La
2

a#b=3a+ l;’-b

aAb=7a-3b; si xkx=9;y#y=21,
hallar el valor de (xAy)+20

A)24
D) 28

B) 25 C) 26

E) 14
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El sistema de los niimeros reales

19.

20.

21.

Sea B={m; n; p; q} y #% la operacién
definida en A mediante la tabla. Hallar el
valor de:

x=[(@«m") '#n]’

Observacion: m ': representa el inverso
de m bajo la operacién *

A)m
D)p

C)n
E) mn

B)q

Sea A = { a; b; ¢; d; e} y © la operacién
binaria asociativa definida en A; segin la
tabla adjunta y dado el sistema:

xoy=b ; xoy'=d

Hallar el par ordenado:

(xoa; yod)
ola b ¢ d e
ala b ¢ d e
bib ¢ d e a
ciec d e a b
dl]d e a b ¢
ele a b ¢ d
A) (a,b) B) (¢,0) Q) (ad)
D) (b,c) E) (a,0)

Sea G={a,; a,; a,; a; a,}
definir la operacién binaria * como:
a, . cosii+j<b

i+j
ai*ai =

a5 siirj25
Sib, es elinverso de a,.

Calcular: b, % (b; % b,)

22,

23.

24.

25.

A) a,
D) a,

B) a, Q) a,

E) a,

Sea % una operacién binaria definida en R
como:
axb = (a’>-b) (b*-a)
Hallar el valor de verdad de las siguientes
proposiciones:
I. * es conmutativa
1L 4%(3%2) =5.9°
Ill. vkeR: k*la%b] = [ka]#[kb]

A) VFV B) VW C) Fvwv
D) VVF E) FFV
Se define

a¥b = min {a;b}

aAb = max {a;b} e R
ademads

minimo: menorentreayb
maximo: mayorentreayb

Calcular (5A4)#(y2xn)

A5 B) 4 Q)0
D) 2 E)1

Definimos en N la operacién % como
a * b=a" hallar la suma usual de:
2%3 ;3%4 ;4%2;y 1%100

A) 100
D) 205

B) 106 C) 102

E) 206

Sia; b € R; se define la operacién # como:

atb-1. jeterminar el conjunto

axb =

soluciénde: (x+1Y%2:>3(Q%x)x1)

A) <3:4]
D)[-2;6>

B)[-3;3]  O)[-2;6]

E)< oo;+00>
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26.

27.

28.

326

{Cudles de las siguientes afirmaciones son
verdaderas?, si se comparan dos variables
independientes del tercero.

. Si x varia directamente con y, y varia
directamente con z; entonces x varia
directamente con z.

II. Si x varia directamente con z; y varia
directamente con z; entonces x-+y varia
directamente con z; donde x; y; z son
positivos

1Il. Six;ye R ;xvarfa directamente con y;
y varfa directamente con x; entonces
x=y

A) VW
D) FFV

B) VVF C) FVF

E) VFF

{Cudles de las siguientes proposiciones:
I. a<b« -a>-b

II. 0<a<l = a’<a’

IIl. b<a = a=b

IV. asb Aarb = azb

son verdaderas ?

A1 B)Iyll
D) Iyl

OLlly IV
E)LIly IV

En R los nameros reales se define la
operacién % como:

axb = ab+|a+b]
Hallar el valor de verdad de las siguientes
proposiciones:

[. Sia%a > 0; entonces a=0
II. El cero es el elemento neutro de la
operacion (i)

IlI. La operacién % es conmutativa

A) VWV
D) FFV

B) FFF C) VFV

E) VVF

29.

30.

31.

32.

33.

Si definimos en R la operacién #* definida
por:
a*b = minimo {a;b}

{cudles de la siguientes proposiciones son
falsas?

[. akb=b#%a

1. ax(b%xc) =(askb)*xc
I (x%4) =2 =x=1
V. xx)=2-=x=1 6 x=-2

Al B) IIl
D)y IV

Oliylv
E)IV

Demostrar axioméaticamente las siguientes
igualdades seana, b e R

. (a+b)+[(-a)+(-b)]=0

IL (a.b)[i.i)l/abto
a b

. -a+(-b) = -(a+b)

Demostrar los siguientes teoremas:
I. Sia,byceR na+c=b+c

=a=Dbh
II. -(‘b)=b ¥beR
Ill. Sia=b Ac=b =a=c
IV. Sia=b=-a=-b

Demostrar los teoremas:

. SiaeR=a(-1)= -a

. SiacsR=(-1a=-a

Il. Si a,ce R =(b+c)+(-c)=b

Sean a y b niimeros naturales, si se define
axb = a+2b, entonces es verdadero que:

A) (axb) *a = a+4b

B) a#b = b#a

C) (a%b) *b = a+4b

D) (axb) = (axb) = (a+2b)*
E) (a%b) % c = a % (b*c)
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El sistema de los nimeros reales

34.

35.

36.

37.

38.

Determinar, /{cudles de
sistemas forman grupos?

los siguientes

I. G = Conjunto de los enteros; operacién
sustraccién.

II. G={Il,-1};operacién multiplicacién

III. G = Conjunto de los racionales
diferentes de cero; operacion divisién

IV. G = {a+bi;ab ¢ Z},; operacién adicién

A)iall B) Solo 111 OLI ALV
DYl A IV E)Ylirv
Probar que:

F={a+b\/§ ; a,b racionales} es un cuerpo.

Sea R un anillo con elemento identidad.
Formamos con R otro anillo R definiendo:
a(ib=a+b+l &

a (Jb =ab+a+b

I. Verificar que R es un anillo.

1. Determinar los elementos neutros de {+)

y () respectivamente.

Supongamos que a’=a  a < M. Probar que
M es un anillo conmutativo (un anillo con
esta propiedad se llama anillo booleano).

Sean (A, %), (B, #) grupos abelianos y
(C, A) un grupo no abeliano.

Dar AxBxC una estructura de grupo.
{El nuevo grupo serda abeliano?.

Respuesta:
El grupo (A x B x C; &) no es abeliano.

39.

40.

Consideremos las rotaciones de un

triangulo equildtero ABC alrededor de su
centro “Q”, como se muestra en la figura.

A C

Demostrar si este proceso con la operacién
de adicién es un grupo.

Respuesta:
Sea G = {rot. 0,rot. 120°, rot 240°}

Luego la estructura algebraica (G, +) esun
grupo.

Enel conjunto A = {0, 1, 2, ..., 9} se define
la operacion binaria.

b= a+b Si:a+b< 10
FO=1a:b 10 Siia+bx10

Conteste las siguientes preguntas:

I. (A es cerrada para esta operaciéon?
II. ¢Es conmutativa?

III. {Admite elemento neutro?, icudl es?

IV. {Todo elemento de A tiene simétrico en
A?

Respuesta:

Todas
afirmativas.

las preguntas tienen respuesta
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1l ia
. =
3 ¢
4 TA
5 A
.
7 TE
8 A
9 Im
10 I«

* Demostraciones

Lbe L2l D
12 s .22 D
13 ie _23 ip
ST 0 B S -
15 ¢ _2 [E
_16 TE 2 [p
17 ¢ 27 B
_18 a  _2 [¢
19 p 29 I'g
20 B 30 [+

37 [«
38 10+
39 x
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CAPITULO

XIII Numeros complejos

CariFriedrich Gauss (1777-1855)

Fue el mas grande matematico del
Siglo XiX y probablemente, junto con
Arquimedes y Newton, uno de los tres
grandes matematicos de todos los
tiempos.

Gauss nacié en Brunswick, Alemania,
en el seno de una familia obrera. Fue
un niflo prodigio y desde su nifiez
mostré una asombrosa habilidad para
el calculo. Cuando atin no tenia 3 afios,
observd a su padre que era capataz,
quien hacia las ndéminas de los
albafriiles. Et padre cometié un errory el
hijo se lo hizo notar y cuando revisé los
numeros hallé que el pequefio -precoz
muchacho- estaba en lo cierto.

La sagacidad con que Gauss guardaba
sus teorias se explica en parte a su pasion por la perfeccion "poco, pero selecto” era
sulema.

Contribuyd a allanar el camino del algebra abstracta superior con su pensamiento
sobre los nimeros complejos, demostré por primera vez con tanta rigurosidad el
teorema fundamental del algebra.

Procedid hacia 1819 a inventar otro tipo de nimeros al cual su compatriota
Hermann Grassmann en 1840 la llamaria el algebra de los hiper complejos
(a+bi+cj+dk), contradiciendo a las leyes de la aritmética basica (xy # yx; siendo x, y
hipercomplejos).

Ha dejado innumerables aportes a la ciencia principalmente ala matemaética.
aa+b3+03-3abc=(a+b+c)(a2+b2+cz-ab-ac-bc)

Z=|Z|CiS «
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Sistemnas hipercomplejos

Sea K un cuerpo cualquiera (puede ser el de los conplejos, por efemplo, pero 1o es
mmprescindibles) cuyos elementos son {a, b, ...}; dotado de un elemento unidad, e, y sea V

un espacio vectorial sobre K de n dimensiones. Silos elementos de 1 son indicados por X,

— . ,
Y, ...}, sabemos que, en este espacio vectorial:

1° Existe una ley de composicion interna, indicada “+", conmutativa, asociativa, que

. — —
admnute un elemento neutro, 0, v tal que cada vector X tenga para esta ley un opuesto
XX +X =X 4X =7

2° Existe una ley de composicion externa con operadores en K, asociativa y distributiva con
respecto a los elementos de V v a los eleimentos de K;

. — —s —-— . -,
J° Existe porlo menos n vectores U, , U., ..., U, tales que un vector cualquiera de 17 se

expresa linealmente en funcion de estos vectores y de coeficientes k, ky .., k
pertenecientes a K:

n

"
X =k + kU +. kT = kT
01

Para dar al espacio 17 una estructura de anillo, es preciso definir en el mismo una
segunda ley de conposicion interna, la operacion “x” que es asociativa, distributiva con
respecto a la adicién y compatible con la ley externa, es decir, de tal clase que tengamos, en
especial:

-

(RX )Y =X"(h)=k , keK

Se establece un cuadro cuadrado que define el producto del anillo considerado, el cual
es denominado entouces sistema hipercomplejo o, mejor un dlgebra. Sus elementos se
denominan niimeros hipercomplejos. Cuando los elementos de base forman un grupo para
la multiplicacion, se dice que se la formado el dlgebra del grupo.

Fuente. . Mgebra Modeina - Wallam F. Artemus.
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Nimeros
/' complejos

siica®

-+ Estudiar un nuevo campo numeérico llamado “El campo Complejo que desempefia un papel
importante en la resolucién de ecuaciones polinomiales.

.+ Verla aplicacién en las diferentes ramas - la ingenierfa y de la ciencia. |

.+ Aplicar dicha teorfa enlos circuitos eléctricos, geometrfa fractal, etc.. ..

% OBIETIVOS:
:

LT

INTRODUCCION

Los nimeros complejos desempenan un papel muy importante en el desarrollo del Algebra
Moderna; ya que la Teoria de Ecuaciones, en especial las ecuaciones polinomiales obedece al Teorema
Fundamental del Algebra, cuya demostracion es complicada por medios algebraicos; en cambio por el
andlisis complejo, utilizando el Teorema de Lioville; la demostracién es bastante sencilla y rigurosa (ver
cualquier libro de andlisis complejo).

En el estudio de un fenémeno fisico 0 quimico necesitamos hacer uso de las ecuaciones
diferenciales, ordinarias y parciales; para resolver dichas ecuaciones se utilizan a los nimeros complejos
por lo general; por ejemplo para resolver un problema de ondas se utiliza el método de variables
separables donde se aplica la serie de Fourier.

Por ello, su aplicacién es frecuente en todas las ramas de la Ingenieria. Por ejemplo en la
electrénica se utiliza en los circuitos eléctricos.

Cabe mencionar que en estas tltimas décadas se ha desarrollado la Geometria Fractal; donde entre
diversos tépicos intervienen en ella los niimeros complejos los cuales son un componente importante
y obviamente su importancia crece porlas aplicaciones propias de la Geometria Fractal (Fisica, Quimica,
Biologia, Sociologfa, Psicologia, Economia, Arte, etc.). La Geometria Fractal nace por la misma
necesidad de afrontar problemas reales; ya que la geometria tradicional o Euclidea tiene limitaciones
por las formas encontradas en la naturaleza, como montanas, franjas costeras, sistema hidrogréaficos,
nubes, arboles, etc., un sin nimero de otros objetos que no son facilmente descritos por la geometria
Euclidea.

En cambio la geometria fractal provee una descripcién y una forma de modelo matemético para
las aparentemente complicadas formas de la naturaleza; todo esto es posible por que la dimensién
fractal no es entera como en la Geomnetria Euclidea.

Una caracteristica propia de la Geometrfa Fractal es el de autosimilitud, esto quiere decir, que cada
porcién de un gréfico fractal visto inclusive con una lupa posee la misma forma y caracteristicas que el
grafico inicial.
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NOCION HISTORICA

Kl problerna de resolver las ecuaciones algebraicas ha llevado al hombre desde los niimeros naturales, a los
enteros, a los racionales, a los niimeros irracionales y al sistema completo de los ndimeros reales.

En elsiglo XIX, Leopoldo Kronecker, el primer critico de los fundamentos del andlisis moderno, descrlbié esta
evolucidri larga y gradual de la comprensién del sistema de ntimeros por el hombre. Sabernos por ejemplo, que
no existe ningdn nimero real “x” con la propiedad de verificar x*+ 1 =0; el problema es andlogo; cuando el |
hombre no conocia los ndmeros enteros negativos; sélo contemplaba la ecuacion x+9=4; el nimero -§ atin no
tenia algdn sentido.

Discutirerrios el sistema de los numeros complejos siguiendo estas mismas lineas, las definiciones y reglas
se dan en primer lugar.

Demostraremos después cormo este sistema de ntimeros es una extension del sisterna de los niimeros reales.

" La primera representacién clara de los niimeros complejos y la primera prueba satisfactoria del teorema
fundamental del digebra la dio Karl Gauss (1 777 - 1 855) en su disertacion doctoralen 1 799. Eltérmino ndmero
complejo lo introdujo Gauss y la definicién de nimeros complejos cormo pares ordenados de niimeros reales fue
usada por primera vez en | 835 por el matemdtico irlandés William Rowan Hamilton {1 805 - 1 865) y luego
Herman Grassman (] 809 - 1 877) extendié esta definicién de los niimeros complejos a las n -adas ordenadas
de ndmeros reales (x;; X;; Xg ... ; X, ); estos nimeros hipercomplejos generalizan a los ndmeros complejos y a
los cuaterniones de Hamilton,

Los niimeros complejos son de capitat zmportanaa en Algebra. En o leona de las funciones analiticas de
una variable complefa; los niimeros complejos juegarn un papel importante en las ecuaciones diferenciales; en
los circuitos eléctricos, oscilaciones, vibraciones, fendmenos ondulatorios, e€n los fractales que es una
herramienta poderasa asf como los diferenciales.

DEFINICION DE NUMERO COMPLEIO

Un niimero complejo es un par ordenado de nimeros reales (x ; y); es decirx;y ¢ R ;donde “x”
es la primera componente “y” es la segunda componente,

Notacién: =0(x;y) ;5 x,ysR Luego formamos el conjunto de los ntmeros
“x” : parte real complejos; denotado por
“y” : parte imaginaria C={(x;y) ; x,yeR}
Es decir: Re(z) =x Ejemplos de Niimeros Complejos
Im(z) =y 7= (357 7 = (1;42)
=(0,4) Z4=(0;0)
OPERACIONES DEFINIDAS EN C
Sean los complejos Ejemplo:
n=00i0) 5z =003y Sea 2,=(2;3) ;z2,=(04;5)
Se define
I. Adicién
2t 3 :(x1+x2 4 *y2) Entonces z, +z,=(2+4 ;3+5)=(6;8)

2, . 2,=(24-35 ; 25+43.4)

II. Multiplicacién
2,2, =(X )X, < V1Y, Xy Yyt V%) z . 2,=(-7;22)
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Numeros complejos

Debe observarse que la adicién de nimeros complejos; es la misma operacién de adici6n en V.
(4lgebra vectorial bidimensional); la operacion de multiplicacién se distingue en C y V,; en los niimeros
complejos la multiplicacién origina otro nimero complejo; en cambio la multiplicacién de dos vectores
origina un escalar; ademds la diferencia es que un vector tiene direccién; en cambio un nimero

complejo no tiene direccién alguna.

IGUALDAD DE NOMERQS COMPLEJOS

Dados z,=(x,;y) i z,=(x¥)

i 21 =z, siysélosi - X=xn ¥ = Y2 ]

Ejemplo:
Sean 2y, =0 ; y+1) r z,
Calcular x+y si z, =z,

={x-3;5-y)

REPRESENTACION GEOMETRICA (Plano de Gauss)

Resolucién:

Zy=2, = 4=x-3 A y+l=5-y
Deahi x=7 A y=2
X +y=9

La representacién se realiza en un plano, al cual
lo llamaremos plano complejo donde el eje “x”
representa al eje de la parte real y el eje “y” al de
los imaginarios; a dicho plano se le denomina
“plano de Gauss”.

X
\m

Donde OP
z=(y)

Sea z=(x;y) ; x>0 ; y>0
+Eje Imaginario
! P(x;y)
ypr A
i i Afijo
i :
| i
| H
JEUY N GUNIE USSP o
OE Eje Real
|
|

es el radio vector del complejo

Definiciéon: El conjunto C; junto con las
operaciones de adiciény multiplicacién definidas
anteriormente y las propiedades a mencionar
forman el cuerpo de los nimeros complejos.

PROPIEDADES: vz,;2,;2,¢C

A: z,+z, ¢ € (Ley de clausura o cerradura
para la adicién)

A, z+3, = 2,+3)
adicion)

Ay (3+2) 42, =2, +(2,+25)

(Ley asociativa para la adicién)

A,: Existe untnico (3") elemento z, de la forma
(0;0) tal que v complejo z
(existencia del elemento neutro aditivo).

A : Existe un anico elemento
-2eC/z+(-2)=z,=(0;0)vz¢
(existencia del elemento inverso aditivo)

M, : z,z, e C (Leyde clausura o cerradura para
la multiplicacién)

M,: 2,2, = 2,2z, (Ley conmutativa para la
multiplicacién).

Mt (2,2,)z, = 2,(2,
multiplicacién)

M,: Existe un tnico (3!} z'¢C delaforma
z'=(1;0)talquez.z' =z 7z2¢C (existencia
del elemento neutro multiplicativo).

M, : Existe un tnico elemento z ‘¢ C tal que
z.z2'=z2"'.2=(1;0) v2¢C y 2-(0:0)

(Ley conmutativa para la

7+70— z

z,) (Ley asociativa parala

(existencia del elemento inverso
multiplicativo).
D: z(z,+z)=32,2,+2,z2,
(ley distributiva)
333
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La demostracién de estas propiedades se
hacen en base a los axiomas de los ndmeros
reales (ver capitulo de numeros reales).
Demostraremos tnicamente A, y M, las demas
quedan como ejercicio de rutina para el lector.

Demostracién de A,

Sean 2=00;¥1) 5 2=00y.) 5 23=(x55ys)

talque  {x;;x;;x5:¥, ;2593 <R

entonces (z,+z,)+2; = (x;+X,; ¥, +¥,) + (635 ¥3)
= Q2,405 5 Y +Y,+Ys)

También z,+(z,4+23) = (x; ;) +06+x5 5 v, +y3)
= Qo +x,+x3 5 Yy, +ys)

Se observa (z,+2,)+2; = z,+(2,+2;)

Demostracién de M,

Sean

=050 2 =000 5 aiysxsybcR

entonces

2,2, = (x5 y)06 5 ¥2) = (0 - Yy 5 XYa+YiX,)

también 2,2 = 06:5y,)0055)
= (X% - Yoy 3 Xy + ¥oxy)
= 00X~ Y21 X Yo + V1 %)

(propiedad conmutativa de nameros reales)

=212

-

2,2, = 2,2z,

2
Definicion: Elsistema de los niimeros complejos
representa una ampliacién del sistema de los
numeros reales; bajo ciertas condiciones, con
este fin veamnos los puntos situados en el eje de
abscisas; o sea los puntos de la forma (a ; 0);
poniendo en correspondencia al punto (a ; 0) el

CANTIDADES IMAGINARIAS

namero real a; obtenemos evidentemente una
correspondencia biunivoca entre el conjunto
considerado de puntos y el conjunto de todos los
nameros reales. Como aplicacion de las
operaciones definidas en C tenemos:
(@;0) + (b;0) = (a+b;0)
(@;0)(b;0) = (ab;0)

O sea los puntos (a;0) se multiplican entre si
igual que los nimeros reales correspondientes;
por lo tanto dichos nimeros no se diferencian en
nada por sus propiedades algebraicas de los
nimeros reales representados ordinariamente
por puntos de una recta; por lo tanto concluimos:

(a;0)=a 6 (a;0)=a

Ejemplo:

Al par (12 ; 0) le corresponde el nimero real 12
Es decir (12 ; 0) = 12 ; andlogamente citamos
algunos ejemplos:

« (4;0)=4
« (a+b;0)=a+b
« (1;0) =1 (unidad real)

o : TEOREMA

vreR ;z = (x;y)
{x;y} <R ; secumple rz = (rx ;ry)

Prueba
rz = r(x;y)
(r; 0)(x ; y); efectuando la multiplicacién
(tx-oy ; ox +1y) = (x5 1y)
wrzo= ()

Son aquellos nimeros que resultan de
exiraer una raiz de indice par a un nimero real
negativo.

Asi por ejemplo

V132 5 Y5 A6

Donde n ¢ N

334

De todos éstos el mds importante es /- 1; al cual
denominaremos unidad imaginaria, cuya

-1

notacién universal es

Aplicacién:
V16 = 16 (1) = 16T = 4
V-5 = 5T = BT = /Bi
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CAPITULO Xill Numeros complejos .

UNIDAD IMAGINARIA “

Fl ndmero complejo (0 ; 1) es la unidad imaginaria; tiene la particular notacién i=(0; 1)

TEOREMA . TEOREMA
iP=-1 ; i=(;1) vyeR (0;y) =yi
Prueba Prueba
£ = (0;1)0;1)=(0-1;0+0) vi = (y;00Q:1)
= (-1;0) = -1 = (0-0;y+0} = (0:y)

£ o= -1 ~ ;) =yi

POTENCIAS ENTERAS DE LA UNIDAD IMAGINARIA

Estudiaremos el comportamiento del ndmero i 2
VvV n e Z; teniendo en cuenta la siguiente Por lo tanto =1
definicion:
i : Engeneral ~|i*' =1
! =1 ; =i }
: Luego deducimos que
it=i TRAAIES R LAY BRI EAS |
£=-1
f=i.i=-i Generalizando
+4 2 .
|=1.1—(1)(1)=1 .
F=i.i= pvRaik D vkeZ
6 __ 14
P=i.if=-1
g Ejemplos:
V=i.i=-i jemp
i8=i4.1 1 L2 oiv2o g
P=Pf.i=i
310 8
=P = -1
A3 _sde3 s
ill = i8 . ] - 2. i 1 1
=1 i'=1
kT LU KA
Se observa que las potencias enteras de i se Luego se deduce
repiten cada cuatro veces y sélo toman uno de
los cuatro valores i;-1;-i;1; estomerece i’(‘; »k):ik S ykez
una especial atencion. ' )
PROPIEDADES
S inci :
Se observi pnncxpslmente. ]?ue. TEOREMA
i'=1;1f=1;1i"=1; etc.
Esto implica que la unidad imaginaria elevado a e LI vke 7
un multiplo de cuatro es igual a la unidad.
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Ejemplo 1
Calcular %8 4%
Resolucién:
Se observa que
4683 = 4+3

527 = ~(4-1) = 4+1

= i4683+i527= i4+3 + i4‘l - ‘i+i=0
Ejemplo 2

Reducir S=i®+i"7+{

Resolucién:

i 8 (» 1)48 i48 = ]
i 17 _ (‘1)17 il7 = -j

Luego S=1-i+i ~S=1

PROPIEDADES:

L i+ +2+i'=0

Lo %4 i 424 %00 vkez
n. 4+ +#9=0; vkez

(Por propiedades aritméticas)

o

1. 2"=4 ;Yn<N ;n>2

o o
2. (4+ry=4+r;vne N+ vreZ

FORMA CARTESIANA O BINOMICA DE UN COMPLEIQ

Algebra
Ejemplos:
22
1. Calcular i
Resolucion:
22 °
i2 =it=1
_53
2. Hallarel valor de z, =i%
Resolucién:

Se observa que
555 i .2] .
3 =4+1 = z/= it =4

3
. . 33%
3. Determinar z,=i?

Resolucion:

4.  Simplificar
W:iﬂ*ig!*i“"‘ . +i|20!
Resolucion:
El factorial de n siempre es multiplo de
cuatrovn > 4

Entonces
W=+ + i eits i
-2 117

TEOREMA

Todo niimero complejo z delaformaz = (x;y)es
posible escribirlo como z = x+yi

Demostracion:

Sea z=(x;y) ; x;yrR
Pero z = (x3y) = (x:0) + (0;y)
Por definicion {x;0) = x

Por teorema (0;y) = yi

z={x.y) =x 1y

336

Ejemplo:

Representar en forma binémica o cartesiar.z
cada uno de los siguientes nimeros compleio:
dados por sus componentes.

z, = (4;5) = 4+5i
1.5 1 5.

Z === —=-Zi
[573) 53

z,=(y/3; 6) = /3 -6i

z,=(0;-5) = -5i
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CAPITULO XIII Niimeros complejos

TIPOS DE NOMEROS COMPLEJOS

Luego de algunas definiciones necesarias Ejemplo 2
tenemos los tipos de complejos: Sea w = 104+12i
- w=10-12i
1. Compiejo Real o Puramente Real.- Es - {W, 10 12i
aquel nimero complejo que carece de la WS !
parte imaginaria; es decir su parte Representacién Geométrica de z = (x;y), de su
imaginaria es cero. conjugado y su opuesto.
Notacién:
éz = (x;0) =x*; ¥xe R} Eje Imaginario}

2. Complejo Imagfnario Puro.- Es aquel
namero complejo que carece de la parte
real; es decir su parte real es cero; ademas
su parte imaginaria siempre es diferente de
cero.

Notacién:

Lz =) =yi ] ,VYERL'{G}'B

3. Complejo Nulo.- Es aquel numero
complejo que presenta la parte real e
imaginaria igual al niimero cero; es decir las

dos componentes son nulas. PROPIEDADES: z;z,;z, € C
Notacién: )
% z=(0;0) % 1. z=2z = zescomplejo real
' 2. z=z
DEFINICIONES 3.. z=-z=2 < zescomplejo imaginario

1. Dado el complejo z = (x;y) = x+yi se
define el conjugado de z denotado por z;tal

que -
— i 5 z-z =2ilm(z)
z-(x; Y)=x-yi -
- : . 6. zxz,-z,% 2z,
2. Dado el complejo z = (x;y) = x+yise define o
el opuesto de z denotado por z” ; tal que: 7. 2z, =2z 2,
2= (xiy) = -xeyi z) z
8. —|==;92,=(0;0
Ejemplo 1 [ 22] 22 200
Sea z =(4-5)

22(4;5) n npe=
={z'—(4;5) 0. (Vz)-Vz svne
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OPERACIONES EN. LA FORMA BINOMICA O CARTESIANA :

Sean los nimeros z; = a+bi A z, = c+di,
se definen las siguientes operaciones:

Adicion de ndmeros complejos
Dados los nimeros complejos :  z,, z,
setiene: z, + 2, = (a+bi) + (c+di)

(z,'# N (a+c) +(b+d) l}

Ejemplo:
Sean
2, =3461 A 2, =-44Ti
=z, +2,=3-D+{6+Ni
1 F 2= 14130

[N

Sustraccién de nimeros complejos
Dados los complejos z,, z, entonces

( R ('—22)3

Ejemplo:

Sean z,;=6+2 r z,=-3+T7i

= z-z,=2+(-z)=(6+2))+(3-70)
=9-5i

5z -2, =9-5i

Multiplicacion de ndmeros complefos
Dados los numeros complejos  z,, 2,
setiene z,z, = (a+bi)(c+di)
= (ac+adi+bci+bdi?)
= (ac-bd) + (bc+ad)i

2 gzl z, = (ac-bd) - (bc +ad)i)

Ejemplo:
Sean z,=3+2i ; z,=2-5i
=2z, =(3+2i)(2-51)=6-151+4i+10

Luego z,z,=16- 11li

338

Si recordamos la definicién rigurosa de la
mutltiplicacién de dos complejos como par
ordenado, tenemos:

z, 2, = (a;b)(c;d) = (ac-bd ; ad+bc)
y lo expresamos en forma binémica

z, 2, = (ac-bd) + (ad+bc)i
Llegamos al mismo resultado, es decir la definicion
es buena.

Ejemplo:

Realizar las operaciones indicadas y hallar:
z = (1+1)(1+3i)(3-1)

Resolucidn:

Como la multiplicacién de nimeros complejos
tiene la propiedad asociativa no interesa el orden
en (ue se empiece a multiplicar los factores.

Luego se tliene
z = (1+i)(1+3i)(3-1)
= = (14+i)(3-1+9i-31) = (1+1)(6+8i)

—_——

2= 6+8i+ 6i+8F = -2+14i
L ozo= -2+ 14i

Divisibn de nameros complejos
Sean los mimeros complejos z,, z, para efectuar

la division —- habra que multiplicara z,y z,
z

2
por 2_2 con lo cual se obtiene
z, = a+bi , z, =c+di
2 _a+bi _ (a+bi) {c-di)
(c +di) (c-di)
_ (ac +bd) + (bc -ad)i
c?+d?

z, c+di

{ asbi acebd bc—ad.j
Lo et gt

c+di  ¢2+d? 2:gd?
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- Ejemplo 1 _(8+151)(3+4i) _-36+77i
Efectuar z = 5+3i}) 2+ 17 5 8
2-1 [[5-3i
- oz = Aﬁ + E i
Resolucién: 85 &5
En este caso podemos ordenar en forma <
) Ejemplo 2
conveniente, entonces .
. i
: : Efectuar W= ———.
z - 5+3i 2+i (]_31)(173)
5-3i/{ 2-i
Efectuando en el denominador, tenemos
[ (5+3i)(5+3i))((2+i)(2+i)J W - i R
(5*31)(5*31) (2'1)(2*1) - i"3‘3i2+9i - —1_0—1' h 1_0
16 +30i 4i
_ +301) [ 3+41i LW - 1
34 5 10
POTENCIACION
La potenciacién en forma binémica tiene Resolucion:
muchas limitaciones; por ello se utiliza cuando Efectuando por separado
las potencias son pequenas. 14i (1+1)? %
i a-0asn 2
Ejemplo:

Efectuar .:———:——:‘i
(140 = 142+ = 2
A+ = [Q+DP = @i’ = - 4

(1-i2 = 1-2i+i* = 2j Reemplazando tenemos
(1-D' = [(A+0)°]* = (-20)* = -4 W=+’ =ii=0
 W=0
Seobserva | (1+i)'=(1-i)=-4
Resultados importantes:
(1+i)° = 2i ; (1-1)7 = -2
Ejemplo (1+1)° = 2i(1+10)  (1-1P=-2i(1 1)
Reducir (1+)'= -4 ; (1-Y=-4
1+i\° (1-1)° ~ i
W = N 1+i -i R S
1-i) 1+ -1 | e

. 339
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RADICACION EN € “o w0 Lo o0 o 0 ol oy DL

En la forma binémica, s6lo estudiaremos la En forma andloga se obtiene
raiz cuadrada; en forma general lo estudiaremos
mas adelante.

2. Xryxtey?

2

DEFINICION

La’ralz cuadrada .de un namero complejo z Nos interesa los valores de a y b
es un nimero complejo w tal que w'=z.

En b.ase a la raiz cuadrada de numeros R W b X W
reales positivos, probaremos que la rafz cuadrada a== —'2*_ » D=2 ——2——

de un nimero complejo siempre existe.

.TEOREMA Pero 2ab =y
Dadoz € C, 3w e C, talque: W=z entonces, se tendra lo siguiente

Si: y>0 = a b tienen el mismo signo
Demostracién: Si: y<0 = aAb tienen signos diferentes
Dado: z=x+yi ; z=0

Debemos hallar: w = a+bi, talque w? =z Por lo tanto

Esta ultima condicién plantea la igualdad
(a+bi)? = x+yi

Efectuando y ordenando el primer miembro:
a’-b?+2abi = x+yi

Igualando las partes reales e imaginarias se tiene
al-b?-x

2ab =y donde (%) es el signo de “y”

el sistema {

Reemplazando b=—2¥— en la primera ecuacién

a Ejemplo:
. yz Hallar la rafz cuadrada de 6-8i
at-t—=x
4a’ Resolucién:

. Aplicando la férmula anterior
Lo que se convierte en 4a’-4xa’-y*=0 p

Ay

Resolviendo para a’ se tiene: Y =5 |
o2, 2 m::\'6+6+8_ A6+6+8i!
g2, XExEry > R

2

pero a’: 0 ; entonces se debe tomar = 2(242-21) = *42(2-1)

S . B - 22E)
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CAPITULO XIiI

Nimeros complejos

MODULO 0 VALOR ABSOLUTO DE UN NUMERO COMPLEJO

Dado z=a-+bi; el médulo o valor absoluto
‘de z es un numero real no negativo denotado

por |z|;talque |z| = ya®+b?

4 Eje Imaginario
|:J SCEEPPEEPEEERRTES> s (a;b)=a+Dbi
b
0 :
0 a Eje Real

Geométricamente, el mddulo nos
representa la magnitud del radio
vector del complejo z de origen (0;0)
y extremo final el afijo de z

PROPIEDADES

De la definicién de médulo se desprende las
siguientes propiedades; sean z ; z, ; 2, € C
entonces:

L Jzla0 Jz|=0 = z=(0:0)
2. lzl=lz| =12}
3. |z1P=z.2
4. Ire(2)| < |z |Km(z)|sj |
5. lazl = fnllz
6. ~]:—]~i—- szst(O;O)
z31 12l
7 ‘z“[:IZ{“'; v ne'N
8. \/—| \/_—,VneN  nz2
9. |z +zzlslz,l |22] ;
10. {[zs|-|za| | = J1- 2 ;

Ejemplo:
Hallar los médulos de los siguientes complejos
1. z, =5+4i
2. z, =1-1i
3 2,=-5
4. z, =-6i
5z, =-3-4i
Resolucioén:

1L |zy| = y5%+4% - /41

2. g, = y1P(-1)2 =2
3. 24| = {(-5)%+ 0?=5
4. |z, = y0:+(-6)-6
5. |z) = V(‘3)2 + (-4 =5
vag;beR
=a = |z| = |a]
=bi = |z| = |b]

Demostraremos algunas de las propiedades:

5 5al = (3n) (5 )
(52 )(z-2) [ =)

Quitando exponentes se tiene

e =z z
HEANEAIEA

n veces
(Def. de exponente natural)

Tomando médulo |z} = |z.z.2....z2],
usando la propiedad 5

12" = |z] |z} |2] e |z] ; nveces

2] = Jr

S A R S TR S TR I
:lzllz*zlzz*zzz |2 *
pero
z122+2,~2 —2IRe(z z )AIRe(zI.:.Z)g|zlzzx
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Entonces

|z|+32|2:|zl|2+2lRe(z,22)+|22|2 < Az P+ 2]z | 2,142, =(|z1]*]22| }

luego

|z|+z:2|2 < (|z1|+|z2|)2 ; quitando exponentes se tiene |z;+z,| < |z,]+|z,]

FORMA POLAR O TRIGONOMETRICA DE UN NUMERO COMPLEIO

Sea z=a+bi un nimero complejo diferente
del nulo.
Es decir |z] -0
A Eje Imaginario

y

e e M,.>.
Eje Real

Delafigura x = |z|CosO; y = |z|Send
Donde TgO - b4 ;
x

Entonces z = x+yi = |z|CosO + |z}Senbi

( 5 z=|z]{CosB +iSend )}

Es la representacion trigonométrica o polar
de un complejo; donde al 4ngulo O se le
denomina el argumento de z denotado por
Arg(z); esdecir

Arg(z) =6

Se observa que 0 puede tomar infinitos valores
como

0,=0 ; 0,=0+2n ; 0,=0+4n
para evitar este problema se da la siguiente
definicién :

Argumento principal de un niimero complejo

De todos los valores de 0; elegimos aquel
que se encuentra en el intervalo [0;2r>; es decir
0<0<2m; a dicho 0 se le denomina argumento
principal, cuya notacién es:

342

Conociendo el argumento principal de =z
denotado por Arg(z) podemos generar otros
cuya notacién es

{afg(z) =Arg(z) + 2ku}
K=0,;=%x1; £2 ; %3 ; ..

1. Al argumento de z, Arg(z), también se le
denomina amplitud.

2. Elargumento es el angulo generado por el radio
vector al girar en sentido antihorario desde el
eje real positivo hacia un punto cualquiera del
radio vector.

Ejemplo 1
)

1 '1+i

Hallar la forma polar o trigonométrica de
z, = 1+i
Resolucién:

|Z||=\/§

Tgd = % =1 = 0=45°
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Luego z, = l+i = 2 (Cos45°+iSend5°)
Ejemplo 2

L L 3

Si z=-1+ 3i
Entonces

[z] =2

Tg@:f?_ - 0=120°

Luego
7 = -1+/3i = 2(Cos120°+iSen126°)

Representar en forma polar z;, =4 - 3i
Se observaque 0¢<1IV
|z,] =5

Tgb = f% ~ 6=323°

Luego z,; = 4-3i = 5(C0s323°+iSen323°)

También se puede definir el
argumento principal en el intervalo
<-m;n}, es decir, -n<08<m; por ello no
debe ser extrano si consideramos en
algunos problemas.

Para calcular el argumento principal
de 2z se debe observar en qué
cuadrante se encuentra el afijo de z
y luego calculamos a partir de
Tgo = b

a

TEOREMA

Dados los nimeros complejos no nulos
z = |z|(CosO+iSend)
w = {w|(Cosa+iSena)

Se verifican
1.  zw=|z||w|(Cos(8+a)+Sen(B+a))

2. _z_:_lz_'(cos(e—oc)?iSen(ﬂfoc))
wo|wl

Ejemplo 3

Demostracion
1.  zw = |z].|w|(CosO+iSend) (Cosa+iSenc)

= |z||{w] [{CosBCosa SenfSenc)
+ i(CosBSena+SendCosa)]

= |Z| |w|[Cos(0+c) + iSen(8+a)]

z 1z Cos 0 +iSen6

w  |w| Cosa+iSena

1z (CosB +iSend)(Cosa - iSenc)
lwi (Cosa+iSena)(Cose -iSena)

ial [(cosBcosa - isena cosO

w cos’e + sen’u

. isenBcosa - i%senfsena)

cos’a + sen’a
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= ——ZE—| [(cosBcosa+senBsena)
.wl
+ i(senfcosc-senacosd)]
= ﬂ [Cos(6-a) +iSen(6-a)]
W 4
4 )

:L'oucwsm;v;

1. Para multiplicar complejos en la forma polar se
multiplica los médulos y se suma los
argumentos.

Erg(z .w) - arg(z) +arg (@

2. Para dividir complejo en la forma polar se
dividen los médulos vy se resta los argumentos.

arg ( %J - arg(z) - arg (W)J

-

Gréaficamente para (1):
Y W

Ejemplo:
Dados z=—3+\/§i ;ow o= L+

Hallar zw ; Z y representar graficamente.
w

Resolucion:

2| = V12 =243

Arg(z) = 5n/6
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Entonces z = 2¢/3(Cos5n/6 + iSen5m/6)
También |w| =2 ; Arg(w) = /4
Entonces w = ‘/5 (Cosn/4 + iSenm/4)

Como nos piden el producto y el cociente; de z,
w ; hallaremos los argumentos:

51 ®m _ 13n
L

Arglzw) =22+ 2 =
g 6 12
Arg _Z_ = EE—E = 7_11
w 6 4 1
Luego
zZw=2/3 ﬁ[Cos 137 +iS —1137”)
=26 Cos 137 +i8 13n
12
z- -Zﬁ Cosl— + 1Sen-7£)
w 2 | 12
:Jg Cos7—Tr +iSen7—n
12 12
Graficando los argumentos de z.w y 2z
w
A
b4 Y
Sn w
6
13n
12 /4
S S pl AU -
X
W
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Numeros complejos

TEQOREMA (de De Moivre)

Dados z=|z|(Cosb+iSend); z # (0;0) Ane N;

setiene  z"=|z|"(Cosn® + iSennd)
Corolario:
arg(z ™) =narg(z) ; neZ
Ejemplo 1

Hallar el argumento de z =
Resolucion:

A3 s
arg(z) - arg[(l*;/?_l)) +arg[ (1+1? )

arg(z) - 3arg(l +\/§i) -arg(21)
+5arg(1+1)-2arg(y/3+i)

e {3 (3 A3 )

17n
. arg(z) 2
Ejemplo 2
Demostrar Sen206 = 2SenBCos6
Cos20 = Cos’0-Sen’
Demostracion:
Sabemos

{Cosf+iSen0)? = Cos20+iSen20 ...

..... (Por T. de De Moivre)
Efectuando en el primer miembro
co0s20-sen’0 + 2senfcosdi = cos20 + isen20

i | | ]

Igualando las partes real e imaginaria tenemos
Cos26 = Cos’0-Sen’0
Sen26 = 2Sen6Cosb

Ejemplo 3:
Sea z = |z|(Cos@ + iSenf)
Hallar el argumento de su conjugada.

Resolucién:
Representando z geométricamente

AEje Imaginario

o Ko
N

Eje Real

b
[+~

Delafigura a-21-6 = Arg(z)-2n-6
También podemos considerar { 6)
Entonces Arg(z)- 0

Ejemplo 4
Reducir  z = (1+3i)°+ (1- y3i)"
Resolucién:
1+/3i = 2(Cos60°+iSen60°)
1- {31 = 2(Cos(-60°)+iSen(- 60°))
= 2(Cos60°-iSen60°)
Luego

30 k
z=12] CosZ +isenl +12 CosE—iSen1
3 3 3 3
1
z=]2% Cos30Z + isen30Z|]
3 3)]

+

2% Cos30X - iSen30X
3 3

2z =2%(Cos 10m ~iSen 10m) » 2°°(Cos 107 - iSen 107)
=2%(2Cos10m)
_ 231

Lz =2%
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FORMA EXPONENCIAL DE UN NUMERO COMPLEIO

TEOREMA DE EULER

e = Cos0 +iSen0
e es la base del logaritmo neperiano
© argumento en radianes ; i = (0;1)

Donde:

La demostracion la realizaremos en el siguiente
tomo; ya que todavia no tenemos elementos
necesarios.
Entonces tenemos una nueva representacién
para el complejo.

z = |z|(Cosb+iSenB) = |z|e®

wz-lzie® (%)
Ejemplo 1
Representar en forma exponencial al complejo
z=4+4/3i
Resolucién:

z = 4+4,/3i = 8(Cosn/3+iSenn/3) = 8™
.z =8e™

Conociendo el complejo z=|z|e*; podemos hallar
larepresentacién exponencial de su conjugado sélo
reemplazando 0 por (-8).

Z - |z|ed(®

Ejemplo 2

Sabiendo que z = x+yi

Hallar el médulo y el argumento de e*
Resolucién:

ef=¢e""=¢".e" =e'(Cosy+iSeny)
v lef|-er ;s Argled)-y

%W e >0;vxeR

A+

Ejemplo 3

Calcular i

i=y-1

346

Resolucién:
Partimos expresando en forma polar el complejo

i=0+i=(1)|CosE +iSenX
2 2

n in/2

Luego i- Cosg +iSen—=e

Del teorema de Euler se tiene

e® = Cosf+iSend .o n
et = Cos0-iSend ............... i
Alsumar (I) y (II) se obtiene  e® + e ® = 2Cos0
L) L]
dedonde CosB=% "€ _ . Q)
Al restar (1)-(1l) se obtiene
e 18_ e 10
Send = —wmeem . (»+)
2i

Si en dichas férmulas reemplazamos 6 por z;
obtenemos algo maés general

Cosz = S_l:f—e’: - C
2
Sen(z) - ii: ;26 C
2
REPRESENTACION CIS

Es usada para representar en forma
abreviada a un complejo en su forma polar. As{

z = |z] (Cos@ + iSen®) = |z{ Cis6

Ejemplos:
z, = 2(Cos12°+iSen12°) = 2Cis12°
3z, = 2(Cos(6+2kmn) + iSen(0+2kn))
= 2Cis(0+2km)
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Nuameros complejos

" TEOREMA DE DE MOIVRE

Sea el numero complejo: 2z =|z|e";
se cumple:

Forma exponencial:

.,nzl,’neine

Forma polar:
z"- z|"(Cosn® -iSenn®B)

Representacion CIS
z"=,z1"Cis(n8)

Forma fasorial

z"=|z"| N6

Y ne¢Z

Demostracion:
La demostracién queda a cargo del lector.

Ejemplo
Efectuar

V2 (Cos13° + iSen13°)[2y/2 (Cos67° + iSen67")]
4[Cos16°+iSen16°][Cos19° + iSen19]

Resolucién:
Representando fasorialmente

AU6°. 490 U6°+19 35

Luego

z = C0s45° + iSend5° = §+§i

0

3]

—\/—§+L_2..i
2 2
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RAiZ N-£SIMA - RAICES DE 1A UNIDAD

El problerna de obtener una raiz n-ésima de
cualquier niimero real o complejo se resuelve
satisfactoriamente con la teoria de nimeros
complejos.

Definicién:
Dados ze¢ Cy ne N-{1}, se llama raiz n-ésima
de z aunnimerow ¢ C,1alque w" =z

TEOREMA

Paratodo z¢ Cytodone N {1} ;existen n raices
(n ésimas) de z

Demostracion:

Sea z=|z|e” = |z|(CosH + iSenB)

Deseamos calcular

w=|w]e* = |w|(cosa+isena), tal que w" =z
Es decir

[|W!eia]n* !zgei(') = !wlneina - izieio

Equivalentemente

tw|"(Cosna +iSenna) = | z| (Cos6 +iSen6)

Igualando partes real e imaginaria

Iw|"=1z] A [Cosna = CosBSenna = Sen@)
De donde obtenemos

'wi=Yizl y ne=0+2kn=a = 0 1 2kn

n

; keZ

Luego las raices n- ésimas son

Wy = VZ_ [Cos(—9 +2kn) + iSen(————e +2kn)}
n n

L

n

= WCIS( 6+2kn) ;
k=0 ; x1; 2 ; %3 ;...
Estas raices no son todas distintas pues

Wn =W0;Wn+| =W| ..... Wnﬂ =W.

348

Esdecir W, =W, ...V, =0; £1; 22;; . ..

Luego las raices n - ésimas distintas son
Wy i W iW, i s W,

n-1

Por ello cuando se resuelve un problema de raiz
enésima es suficiente tomar los valores de
k=0;1;2;3;....(n-1)

Ejemplo 1

Hallar las tres raices cubicas de 8i
Resolucion:

Sea z =8i =0 + 8i = 8Cis(n/2)

It—t2k7t

- 2'8-33.Cis = 2Cis(%kij
Donde K=0;1;2
Si K=0 ; z = 2Cis% ~2(

= z,=3+i

Si K=1 ; z,=2Cisn6 =2 -, 1
2 2

w

Si K=2 ; z,=2Cis3n/2 = 2(i) = -2i

= z,=-2i

Las rafces ciibicas de 8i son los siguiente:

3+ 5 -8 -2

valores

Ejempio 2
Hallar las tres raices cibicas de z = 1+i
Resolucién:

Arg(z) = n/4

2] =2

= z = 1+i = /2(Cosn/4 + iSenn/4)

z=1+i
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Luego las raices cibicas de z=1+i son

5 £+2kn E+2k‘l’t
WK=/J—§ Cos| 4 3 ~ Sen
K=0;1;2
para K=0 ;

6 T, T

W,= y2| Cos—+iSen—

’ ‘/_( 12 12)

=52 (Cos15° + iSen15°)
‘i/i(% 2+,/§+i%\/2,/3‘]

para K=1;
W= ¥2 [Cos(15°+ 120°) + iSen(15°+ 120°)]

=%/2 (Cos135°+ iSen135°)

RAICES COBICAS DE LA UNIDAD REAL

2 2
para K=2;
W, =92 [Cos (15°+240°) + iSen(15° +240°)]

=42 (Cos255°+ iSen255°)

=(§/'2-(%\/2—\/§+%\/2+‘/§i]
Por lo tanto las 3 raices cdbicas son
2 %v%ﬁ*i% 2—\/5]:

2 2
B -;—\/2~‘/§+%\/2+\/§i]

Sea el complejo z=1
Como se desea calcular la raiz ctbica; entonces
lo expresamos en forma polar
z=1=1+0i = Cos0° + iSen0°
Luego la raiz cibica es

2= Cos 0%+ 2km | | iSen 0°+2kn
3 3

=Cos( 2k +iSen %E-
3 3

Donde K=0;1;2
Para K=0

z, = Cos0°+iSen0° = 1
Para: K=1:

z,- Cosﬂ+ iSenz—71 =-
3 3

“f%

R

Para: K=2:

szosﬂ' iSenijP-:— i
3 3

[

!
2

(ONCLUSION:

Las raices ciibicas de la unidad rea)l son:

1 7l+_@i . lfﬁi

2 2 2 2
AN
e
conjugados

2
Las raices ctbicas de 1 son: 1, w, w* es decir

Donde si asumimos por w al nimero ( -% v [gl]

1
3 »l—-‘/—gi-w
Vi-{ 2 2
1 V3.,
——-i-w
2 2

www.FreeLibros.me



Lumbreras Editores

Algebra

INTERPRETACION GEOMETRICA

Se observa que las tres raices cibicas de la
unidad tienen el mismo médulo; por lo tanto sus
afijos estaran en el borde de una circunferencia
de radio igual al médulo. En este caso el médulo
es igual a la unidad.

Yi

W<

\

“

En la figura se observa que los afijos de 1; w; w?
son los vértices de un tridngulo equilétero.

be¥

w

PROPIEDADES DE LAS RAICES CUBICAS DE LA

UNIDAD

1. Sabemos que w es una raiz ctubica de
unidad; entonces se cumple w* =1
Luego podemos afirmar

w21 6 w1 ; vKeN
Entonces
wikT-w? sreZ
Luego
Wi oyw o w22

2. Sisumamos las tres rafces cibicas 1; w; w?;

tenemos
Lrwew =1L 030 148,
2 2 2 2
= l+w+w=0
4 N
cor;aus:é;v;,
vk, rez
L w =1
L w* =1 ; wl=w; w*?=w
M W™ = w

TEOREMA

Los afijos de las raices n- ésimas de un niimero
complejo son los vértices de un poligono regular de
n lados.

Sean: z,; 2, ; 255 Z3 5 e ; Z,, ; las n-raices
(n-ésimas) de z.

Del grafico se observa: 6 = ( 2“)
n

Luego el &rea del poligono regular de n lados es:
n|z, P ,
S= J_OL . Sen .2_7_1:. l"z
2 n
Donde z, es una de las raices (n-esimal) de z

También se cumple:

x =7 =2 = =7 =2
L zyg=2,=2, =..... zZ,,=2
7 + 7. + 7.+ + 7 =
L 2+ 2+ Zgt e 2, =0

Las raices n-ésimas de la unidad tienen
propiedades importantes que merecen especial
atencién.

Si w, ; w son las raices n-ésimas de la unidad;
entonces w,w es tamblen raiz n-ésimade la unidad
en parhcularw whw'
Son raices enésimas de la unidad
Si w" '+1; se dice que w es una raiz primitiva de
la unidad.
w, = Cos271 - iSen—z—E ;
n n

Existen otras raices primitivas; las cuales son
W, Cost—n iSen 2km )
n n

k<n y k es coprimo con n
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www.FreeLibros.me



CAPITULO XHI

Nimeros complejos

Ejemplo 1
Las raices cuadradas de la unidad real son 1; - 1;
donde -1 es raiz primitiva.

Ejemplo 2
Las raices cubicas de la unidad real son
1; w; w
w--Ll, 8 ;wls 143 ;
2 2 2 2

Donde w; w’ son raices primitivas.

Ejemplo 3 (para el lector)

Probar que i ; -i son las rafces cuartas primitivas
de la unidad real.

Ejemplo 4
Dado 2z =2, hallar
a (z16)
b. (33)1/6
Resolucion:
a. z=2=2(Cis0°

= ' % Cis 0°+2k1r)
6
_6 ko
—ﬁCls? ; k=0;1:2;....5
Para k=0 ; zo=(§/§

Para k=1 ; z,

"
o
nNo
—_—
N | —
4
~ [
—

Para k=2; z,= (Vf -
Para k=3 ; z;= ?/5

Para k=4 ; z4=(§/§ -

Para k=5 ; z; = ?/5

Pero se desea calcular(z "®)® elevamos al
cubo cada una de las raices:

Como se observa, se repiten los valores, los
cuales deben ser considerados una sola vez.

BT S

z2=2=2Cis0° = z° = 8 = 8Cis0°

Luego

3\ 673~ | 0°+2km
z = /8 Cis
(24)" - Y| 228

Si
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Problemas Resueltos

Problema1 Problemad
Sea el complejo z=1+i Efectuar
Calcular z' W- 1-i
Resolucién: - 1-i
Deldato z = 1+i 1___1—-_i_—
Realizando la sentencia solicitada 1- f
22 = (1+9)" l‘——l—,
= [0+ BEE=.
= (1+20+8° ; # = -1 bei
= (2i)® = 2%i® = 64(-1) = -64
22 = _g4 Resolucion:
Recordar
Preblema 2 L
Calcular el valor mas simple de i1
N = (lﬂi.)2(1+3i) donde i=(0:1) Entonces
i-

Resolucion:

(1+)*=2i

E

En la expresion multiplicando por (i) al
numerador y denominador tenemos:

(e (143)  HAHO  20-3) * W=-i
N= = ‘. . = - =
i-3 G-3)" i-3
N -2 Preblema s
' Si k es un entero no negativo; calcular el valor
Problema 3 de

1eil®
Simplificar la expresién \/f
(a’+ab+a)i-a-b-1

- - ; a+b »-1
CRUR Resolucién:
Resolucién: Dato k € Z;
Agrupando la parte real y la parte imaginaria
o a(a+b+1)i- (@a+b+1) Entonces
z = - o 2%-3 .
(a+b*])l 1+i “\G: lfi2 (2)21\3_12}(‘3
Simplificando tenemos , \/j \/f 2
Cai-1 (al i oai?-i
7= = - ira
i i? -1 = ()i = (-1)“' i
- = a+i . El equivalente de la expresiénes: (- 1)*"'i
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Prohicma 6
Encontrar un valor de

o\i-{i+Vi
Resolucién:

Partimos calculando un valor de sﬁ ; para ello
sabemos que * =i = un valorde i = i pues
=i

Ademas (1+i)? = 2i
expresion

sustituyendo en la

Unvalores: 1 +i

Prebiema?

Hallar los nimeros complejos z que satisfacen
1+2) _ 1
-z

Resolucién:
Sea z = a+bi ; reemplazando en la igualdad
1 +a+bi
1-a-bi

=1

= |1+a+bi| = |1-a-bi|

= ‘/(T+a)2+b2 = \/aAa)zn\(—b)2

= (1+a)’+b? = (1-a)’+b?

= 1+2a+a’ = 1-2a+a’
= 4a=0 < a=0
Luego z = a+bi = 0+bi =bi

- .Lo$ nimeros complejos que satisfacen son

tados los imaginarios puros y el nulo.

Calcular los valores de x; y reales que verifican
la siguiente igualdad de complejos

xi _ 3x-di
1+yi x+3y

Resolucién:
Efectuando tenemos
(xi)(x+3y) = (1+y1)(3x+4i)
Aplicando la propiedad distributiva
0 + (¥%+3xy)i = (3x-4y) + (4+3xy)i
T [ 4 4
)

= 3x-4y=0 A X*+3xy = 4+3xy
=3qW=4 A X=1
De x’=4 se obtiene x = +2

Reemplazando los valores de x en (3x = 4y) se
obtiene y==+3/2

LXx=%2 A y=x32

Prebioma 9

donde i= /-1 ; calcular A*+1
Resolucién:

Se observa la unidad imaginaria en el
denominador; por ello utilizamos la equivalencia

T="| ........ (l)
i
Entonces
[-i+l+ij)(i+3+a)

A- 3 3
8 2. a?
——— =1+ —_—
9 3 9

i . .
—(a-3-i)(a+3+i)
A-3

1/ 2 o a
~ (a2 8-6

353

www.FreeLibros.me



Lumbreras Editores

Algebra

Efectuando en el numerador
. 2‘ _ .

Ao 3i{(a?-8)-6i)
(a2-8)-6i

= 3i
LA =G+ =82

Preblema 10

Hallar z tal que

a. Sea conjugado con su cuadrado
b. Seaconjugado con su inversa
Resolucién:

a. De la condicion del problema z* = Z
Sea z = a+bi = (a+bi)’ = a-bi
- (a’-b?) 2abi - a-bi
R —
a’-b’=a A 2ab=b
o (]
De (1) se obtiene b=0 Vv a= —%

Para b=0 en (D)
a’=a = ala-1)=0= a=0 v a=lI
Luego

z,=040i=0 v z,=1+0i=1

Para a =—-;— en (I)

l-b2:_l - b2:§=. bzi_\/_-é
4 2 4 2

3.

-1

1
2 2

.l+\/_§.1 A Z., =

Z,= - Z., =
3 2 2 4

Conclusién: Existen cuatro nimeros

complejos que verifican la igualdad y ellos
son:

354

b. Condicién del problema

Conclusién: Dicha condicidn se verifica
v z € C de médulo igual a la unidad.

Preblema 11
Hallar el valor de w si

Wy W
Im + m
W - W+ W, W, W,
w w
Re L_[+Re 2
WitW, Wit W,

vYw, # -w, ; w; , w,cC

Resolucién:
Para resolver este problema se plantea el
siguiente analisis :
Sea z,=a+bi A z,=c+di
= z,+2, = (a+c) +(b+d)i

Luego
Re(z,+z,) = a+c = Re(z)+Re(z,)
Im(z,+2,) = b+d = Im(z,)+Im(z,)

En el problema

Wi W, W, . W,
Wy v W, Wi+ Wy W W,y
w w.
. 1
1+0i = . 2
WitW, W W,
Entonces
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Problema 12

Simplificar "

q2i
3+’
Z =
2-i
Resolucion:
Efectuando la potencia de potencia tenemos
3+i?" [ 3+i)?
Z = =
2-i 2-i

- z:[(3+i)(2+i)]2 ] ( 5*5i)2 - (1+i)?=2i
@-@+) 5

z=2i

Problema 13

Caicular Ref(e ")

si z=Cosd +iSend A neZ
Resolucién:

Por la férmula de Moivre
z" = Cosnd + i Sennd

Luego
e iz" - ei(CoanwﬂSenmb) = ei(‘osntb Sennd
—e Senng . eiCosnd)
= e %™ [Cos(Cosnd) + iSen(Cosnd)]

~ R e(e i2") = e S [Cos (Cosnd) |

Prohlema 14

Sea z =i ; hallar:

a) (z 172 )3
b) (z 3 )1/2
Resolucion:

a) Al complejo z lo representamos en forma

exponencial
[z]=1 A Arg(z) = /2
= z=i=¢e"
1("_/2*_”2)
Luego zW-e '\ 2

Donde K=0; 1

Para K=0: z,=e™
Para K=1: z,=e""
2
: 5 .
Luego z0-elW; 53 - oiswa _ oitna

b) Paraellector.

Problema 15

Determine aquel nimero “n” entero positivo
miiltiplo de cuatro que verifica la igualdad :
i+2f + 30 +4i' + ... + ni® = 64 - 64i, tal
que i=(0;D

Resolucion:

De la condicién

i+20+3° +4i' + .. + ni" = 64(1-1)

A\
~"
m
= m = i+28+3C+4i'+ .. +ni" ....... )]
Multiplicando por i
im=P2+28 +3i*+4% + ... + ni™' ..... ()]
Luego (D-(II)
(A-Dm=i+2+2+i4+7. + i - ni™*!
—_—
/“;
Como n =4
-ni

Tenemos (I-i)m=-ni = m = T
-1

Reemplazando el valor de m en la condicién

N 6a(i-i) = -ni-64(1-0?
-1

= -ni=64(-2i) = -ni=-128i
* n=128

Prohlema 16

Los niimeros complejos 2z y w tienen
argumentos que varian de 0 a 2n radianes y
ademas verifican las relaciones

wl=|z] ; z42=42 ; iz=12
arg(z) - arg(w) = 57/3
Calcular E = Im{z) + Re(w)
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Resolucioén:
Sea z=|z|e® = Zz=|zle®;
Reemplazando en iz = z setiene
i|z]e® = |z]e® ; [z]#0
= e 20 enr/2 - 720=n/2
= 0=-1/4
Yi
T
4
X
I
4
F4

Pero 6c[0;2n>
= 7n/4
. Arg(z) = Tn/4

Luego calculamos el médulo de z a partir de
24+ z=42

|z|(e®+e)=y2

|z{(cos8 +isen® + cos (-6) + isen(-0)) = 2

|2]2Cos6 =2

2|z|Cos(7T/4) = 2

- 2|z|[§):ﬁ - |z|=1

Luego z=

; reemplaza el valor de 6

) l‘ﬁ
~ [

Entonces se concluye que
lz|=wl

Calculo de arg de w:

Dato  arg(z)-arg(w) = 57/3
Reemplazando el valor de arg(z)

lw|=1, ya que
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Algebra
= W = |w|eﬁzelﬁ
= w:Cosi. + iSenl = MJ(Ml
12 12 4 4
2 B2 B2
2 4 4

Problema 17
Hallar el mayor nimero de dos cifras que verifica

BB
[7*5‘]2” e

Resolucién:
Expreséndolo en forma polar a las bases

£+l' =
2 2

Entonces

n
cosZ +isen™| =cos| X +2kx| ~isen| L - 2kn
6 6 3 3

cosi nX} +isen| nZ| = Cis| X + 2kn
6 6 3
Cis| nZ| = cis| £ +2kn
6 3

- n :-73£+2k7t =n=2+12k

I
6

8 nmayor =98

Problema 18

Sabiendo que z, y 2z, representan unnimero
real y un imaginario puro respectivamente.
donde

~a-bi

= mi
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Calcular a-b
Resolucion:

1) (a+b)+2i= (a-b)k-3ki

Efectuando tenemos

2) a+(b+8)i =bm+ami

De las igualdades se tiene

atb=(@-b)k ........ m
De 1{3k =2 n

a=bm .............. am
De 2{ (b+8) =am........... v)
De () k=-2/3

En (I) (a+b)= 4%(a7b)

eb=-5a .. c0iih v V)
De (I) y (IV)
2D om0 ... (VD)
b+8 a
a :“_53- = az A a:..s_
-5a+8 a 3
b= -2
3
a—b:3—0=10
3

Si a=0 = z, noresulta serimaginario puro

~a #0

Prehiema 19
Hallar el argumento principal del complejo z;

donde
1-i+ 1
1+i+ !
1-jr—L
]+i+-.-
z=
1+i+ !
1-i+ !
I+i+
1iv—
Resolucién:
Hacemos z =z, + 2,
A I R 0)
23
o1
S T E an
%
z2,2,-1
En () z,-—=1-1 = 22 - 1-i..... (M)
2y 2
1 . 212l
En(l) z,-—=1+i= =1+i ... (V)
% 2
z _i z
ap+qy 2ol oo iy
z, 1+ z,
3n
Loarg(z) = —
8 2

Prebiema 20

Si z,;z,; 2, son tales que sus afijos forman un
tridngulo equildtero y ademds son las raices
cubicas de un nimero complejo.

Calcular
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www.FreeLibros.me



Lumbreras Editores

Algebra

Resolucion:

Como los afijos de z, ; 2, ; z, al ser unidos forman
un tridngulo equildtero y tienen el mismo
mddulo, entonces se encuentran en el borde de
una circunferencia de radio igual al médulo,
como se indica en la figura.

Y

3T

1
—
X

De la figura se deduce que
Z,+2,+2, = 0 (ver la radicaciéon de complejos)

= zlizlizle -2(2,2,+ 2,25+ 2,2,

Probiema 21

Hallar el drea del poligono regular formado al
unir los afijos de las raices cuartas del complejo

z=y12-2/3712+2Bi ; i=yT

Resolucién:

Sea z,;2,; 2;: 2, las raices cuartas de z;
entonces

[zl =1zl =zl =12, = VTz] o (@)

Pero |z|= \/¢72—2¢§2+ 223 - 12
= [2i] = |za] = || =J2a] = V12

Ademas los afijos de z,;z,; 2, ; 2, se encuentran

en la circunferencia de centro C=(0;0) A r= /12

358

De la fig. el didametro del cuadrado es 2r = 2‘VE

Por geometria el drea del cuadrado

(] e
"l | 2

Prehlema 22

Si ¢ es una raiz séptima compleja de la unidad
real; calcular el valor de M.

M= ¢*+ "+ +¢*+.....48 sumandos

Resolucion:

Como ¢ es la rafz séptima de la unidad entonces
setieneque ¢ =1 ; ¢+ |

= ¢-1=0

= ($- D@ +°+0'+¢’+ ¢’ + o+ 1)=0

Pero ¢ =1
= °+P°+d+ PP+ P +p+1=0 ..... ...(D)

Entonces
M=@6+1+¢+¢2+¢3+¢4+¢5/
—~
0

+@6+1+¢+¢2+¢3+¢4+¢5/

~
0
i-‘cge-f-1+¢+¢2+¢3+¢4+/¢5—¢5=_¢5
'
0.
-'-M='¢5
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Prebiema 23 Probiema 25
Dado el complejo z de moédulo 2 y argumento Si el complejo z se define como:
0c <0;n>. Hallar el argumento principal de z-2.

Resolucién: - \/Sena +iyCosa - i\/Sena—i\/Cosa

Se trata de un problema geométrico; por ello lo \/Sen o +i m N i\/Sen a-iyCosa
ubicamos en el plano gausseano

tal que « € IC ; hallar Re(z)
Resolucién:
Hacemos

a =ySena+iyCosa = a* = Sena + iy/Cosn
b =ySena-iy/Cosa= b? = Sena - iy/Cos«

Ademés Cosa>6 ; Sene>0 ; luego

20 X Reemplazando en z tenemos
g.a-bi_ (a-bi)>  (a’b?)-2abi
Se observa Arg(z-2) = 0+« . a+bi (arbi)(a-bi) R
Ademds 2a+0=7m = a=l_%
2 Pero a’-b* =2/Cosai ; a’+b® = 2Sena

-0 0
= Arg(z-2) = 0+ n_z_ = ;n ab = ySen’a + Cos

Regresando a las variables originales

O+m
. Arg(z-2) - —
3G - = . [2/Cosa - 2/Sen?u+ Cose ]
2Sena
Prohlema 24
Siendo . [fCosa—\/Senza«»Cosa]i
X =a+b Sena
y = aw + bw’ El complejo z es imaginario puro
z =aw’+bw ; ab+0
e - Re(2) =0
Calcular ﬂy—b——z— , si wP=1
a
) Probiema 26
Resolucién: . .
De las condiciones Siendo z un complejo cuyo argumento es 6 que
£ = a’+b*+2ab verifica
¥ = a@w +b'w'+2abw’ = a’w’+b’w+2ab 2\ (z2), donde 3 es el conjugado de =
7 = a'w'+b'w?+2abw’ = a’'w+b*w?+2ab z 2 lug =
Entonces
X+ 28 = a(1+w+w?) + b1 +w+w?) + Gab Calcular H =Tgb + Ctg6
0 0 Ademas 0O¢ <E ; lt—>
= xX+y*+z? =6ab 6 2
xZry2ez?  Gab 6 Resolucion:
ab ab Sea z=[z]|e® = z=|z]e®
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Reemplazando en la condicién
AT N ETES
lzle™] [lz]e®
=¥ e = |
Expresando en forma polar
Cos46 + iSend6 + Cos46 - iSendd = 1
= 2Cos46 =1
Cosd6 =
40 = 60° v 46 = 300°
6=15°v 6 =75°

Pero 6 ¢ <£;£>

6 2
Entonces nos quedamos con 6 = 75°
Luego H = Ctg8 +Tgp - 088, Senb
Senf Cos9

~H=4
Prohlema 27
Dado
z = -11y/3i;hallar“w” talque |z+w|=|z| = |w]|
Resolucién:
lz1 = [-1+y3i = 2
Luego en la condicién

lz+w]* =4 ; [z]=|w|=

z+w)z+w) =4
(z W)z +w) -4
Efectuando
2z+z.wHw.z+w.w =4
[z+z. wrw.z +|w] =

= Z.Wiw.2+4=0

Multiplicando por wz

2w +w?|z|P+4wz = 0;
pero |z’ = IWIZ =4

= wWzw+z2 =0

wo ItV [—1+\/§1)

360

Reemplazando el valor de z

w—[~%t§i] (-1+y31)

w(+) :[-zl“?i] (-1+yBi)~ -1-/3i
w(-):[~2lv?3-i) (1+y31)-
Prohlema 28

Hallar la forma cartesiana del siguiente complejo

w - [Cos12°+iSen12°) [y2(Cos8- + iSens")]"
{Cos6°+iSen6”)'' {Sen80° + iCos 80°)

Resolucion:
% (Cos12°+ i Sen12°)* = Cos48°+i Sen48°

# [ Y2 (Cos8°+i Sen8®) | = /2 '/(Cos88°+i Sen8s)
% (Cos6°+ i Sen6°)!' = Cos66° + i Sen66°
% Sen80°+ i Cos80° = Cos10° + i Senl(°

Luego tenemos

_ Cis48°.y/2 "' Cisgg® _ 2"
Cis66°. Cis 10°

. Cis (136°)
Cis (76°)

= 32/2..Cis66°
szf[ f) 16y2(1-+/31)
W = 1642 (1+/3i)

Preblema 29

Simplificar y representar fasorialmente

N n
:[ 1+Sen9+1Cose) Vnez

1+SenB-iCos

Ademas i=(0;1)
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Resolucién:
Recordando la divisién de complejos;
multiplicamos y dividimos por el conjugado del
denominador
[ 1+Senf+ iCosG) [ 1+Sen6 +iCos6 )]"
1+5en6 -iCosb /| 1+Sen6+iCosb

(1+5en®)2+2i(1 +SenB)Cos6+i *Cos 6 |"
(1+Sen)? -i%Cos %0 |

H:

H-

2Sen0(1+SenB®)+2i(1+Send)Cos6 |"
2(1+Sen0)

7 Sen0 # - 1
= (Senb + iCos0)"

_(COS(E e)+15en(1-e))"
2 2
= Cosn(n/2-08) + iSenn(=/2 -0)
{39
2
~H= Cis[n[-’i - e)]
2

Preblema 36

Hallar el valor mds simple de

A = (4w T+wW20 +wP 0 +w™ (1 +wWE) (1 +wA)...
- — ~

= Cis

2n paréntesis
Ademés w’ =1

Resolucion:
I+wrw?=0
w3k T oW
Como w'=l =
lvw=-w?
Trw? = -w

Reemplazando obtenemos
A = (1+wWD? Wl +w) A +wW (1 +wW)i (T +wh) .
N -t

2n paréntesis

=W P WPEw ) WP WA w)
= wi-w3)w)(-wi)(w'2)(-w)......
Agrupando convenientemente
=w(-1) W)W (D(-w) ....
Se tiene
(-WEWEW) e = (- wW)°
-

(nveces)

A=(-w)r

Problema 31
Si w # %1, es una raiz n-ésima de la unidad,
calcular .
S =w+w w4, 4w !
Resolucién:
Dato S =w+wW+w+...+w? !
Multiplicando por w obtenemos
S = wrwi+wi+. wh
Entonces
(1+wW)S = w+wW +WoHwh+....w™
(1+wW)S = wl+w+wW +w'+ ... +w™ )
I-w?
I-w )

(1+w)s =w(

Pero w'=1 = w" = |
Reemplazando se obtiene S =0

Problema 32
Expresar cada ecuacién en términos de las
coordenadas conjugadas.

a)3x+2y =5
b) X’+y* = 16
Resolucion:

a) Sea z=x+yi=z =x-yi

Z+3 2-3

De donde x -
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Reemplazando en 3x+2y =5

3Z+Z +9 -2 -5
=) 4%

Efectuando se tiene
Bi+2)z + (3i-2)z = 10i

Y]
0

|
Y]

I+

b) De(a) x-=

Reemplazando en x*+y’ = 16

2.3\ (2-3)2
VL EE] -
(5

Simplificando se tiene z. z=-16

Otra forma: de la condicién
AP =16 oo (%)
Factorizando el 1° miembro

(x+yi)(x-yi) = 16
Como z =x+yir z =x-yi

Tendriamos z.2z =16

Probhlema 33

Dado una familia de nimeros complejos que
cumplen

Az-3)(z-3) = |z|* + 15
seleccionar aquel que tenga mayor argumento
principal e indicar su médulo. Tal que z se
encuentra en el primer cuadrante.
Resolucién:

4(z-3)(z-3) = |z|*+15

=4(z-3)(z-3) = |z|*+15

= 4|z-32 = |z|*+15
Luego haciendo z = x-+yi

4| x+yi 317 = |x+yi|*+15

= 4[(x-3)* + Y] =X +y’+15
Efectuando operaciones

X4y -8x+7 =0

362

completando cuadrados

X-8x+16+y" =9

= (x-4)+y! =3
Se observa que tenemos una circunferencia de
centro C, = (4;0) y radio r=3

A

Y

4 (4,0)

De la figura se observa que z, es el complejo que
tiene mayor argumento en el primer cuadrante

2| =7

Prohlema 34
Representar graficamente el conjunto de valores
de z tal que

z-2
242

<3

Resolucién

Sea z=x+yi
Reemplazando en el dato
xX-2+yi
X+2+yi

<3

= |(x-2)+ yi} < 3| (x+2)+yi|

= -2yt < 3/(x 22 +y?
= (x-2)% + y* < 9 [(x+2)+y]

Efectuando operaciones y completando

cuadrados
w3 ey (8
2 2
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Graficando se tiene

pegferagf A

Co= —%;0)

Probiema 35
Dados reR ; aeR
talque j=0;1;2;... i(n-1) 2

agr'e™+ ar" '€ M+ +a re® +a =0
Calcular
—_ ng vl itn 1O 1}
E= are™+ar'e +..+a, ;re “+ a,
Resolucién
Tenemos
r nd I,i(n 18 10 —_
are™+ar e +..+a, re’+a,=0
Tomando conjugado miembro a miembro:

a,r ngind alr“"e‘("")e+... +an-1rie+'a—n -0
are™+ a e
+a, re®+a =0
E=0

Problema 36
Si z,;2,; 2, C; representan los vértices de un
tridngulo equildtero. Probar que

P+t i 0+ 2,2,
Resolucién

Im
A 2
1
3
21 g
n
3
a3
Re

De la figura se observa que
= ™3
2,-2, = e™(z4-2,)
—_ Qi3
Z-2; = €™(z,-2,)
Dividiendo miembro a miembro

2,73 2,2

3 ~1

2723 Z,-1Z,

Efectuando

P4zt =22, 4 2,2, + 3,24

[

Problema 37

Simplificar; sabiendo m = §

[ . )i
|
7. 2

(i ‘senf-)(i 2sengji)...(i (m ”.sen2(m~1)£)
m m

m

Resolucién
La expresién es equivalente a

o e m ).
IR CANES LA LU ¥
2m-|

(Seni.Senz—n.Sen-B—E....SenZ(m - 1)—“—)
m m

m m

Luego simplificando por partes
1) Enel numerador; llaméndole N

. . m
N=ijmme § =

2m—]
Como m es mdltiplo de 8; entonces
(m —21)m es multiplo de 4.
= N= 12 i T 1
2mfl 2m~l

2) Enel denominador; llamandole D

D = Sen™.Sen2-% ... Sen2(m - 1)-~
m m m
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Para efecto partimos de la ecuacion
z™- 1 = 0; cuyas raices son

2 dn
l:eM: ™. eI2(m Dom
t L ? .
Pero
1=z DE™ "4z 2+, +2+1)
= z™ l+7rn 2+ +2+1 =(,Me|2n/m)

(Z_em/m)(z_enﬁmn) (Z . enz(m nsm)
Si z=1;setiene
m=(1 _eizn/m) (1 _emn/m) (1 . en'Z(m l)n/m)
tomando conjugado
;n'=(1 e i'.’x/m)(l__e 147:/1\1) (1 e 12(m I)n/m)
m =(l —e |2x/m)(l -e |4n/m) (l _e i2(m l)m’m)
Multiplicando miembro a miembro
m? =2(1-Cos 27/m) . 2(1-Cos4n/m)

. 2(1-Cos 2(m-1)n/m)

= m? =2" Y(1-Cos 2n/m) .(1- Cos4n/m)
... (1-Cos 2(m-1)7/m)

=m'=2"'.2.8en*n/m. 2 Sen’2n/m
. 2- Sen’31t/m ... 2Sen*(m- )n/m

=m’= 2" 1.2™ !, Sen*n/m . Sen’2n/m.
Sen’3n/m ... Sen’(m-1)n/m

Extrayendo raiz cuadrada y ordenando
Sen n/m . Sen2n/m . Sen3n/m ...

Sen(m-1)n/m = _m_
2m-|
=D= m
2m 1
Luego reemplazando
m .
m-]l
R S Al=i
m
2m-l

Probhlema 38
Dados

I, = ‘/rl2 or) +2rr,Cos(0, -0,)
talque 2, = re™
r,Send, + rZSenBZ)

6, - Arclg
1,Cos6, +r,Cosb,

Calcular

Resolucién
= r,eia' =1,(Cos0, + iSen 6, )
zZ, = rgeiez = 1,(CosB,+ iSen 6, )

=z, +2, = (r,CosB, + r,Cos6,) +

i(r,Sen®, +r,Send,)

Luego

D |z,+z,] =\/(r,Cos()l +1,C0s8,)? - (r, Send, +r,Sen,)?

= Jr,2Cos 28, +2r,1,Cos6,Cos0, +1,Cos %0,

+178en 28, +2r,r,Send,Send, + r Sen %6,

Simplificando

= yrler} +2r,1,(Cos6,Cosb, +Send,Send,)

= \/r,2 +17 +2r,r,Cos(8, - 6,)

Entonces |z, + z,| =1,
r,Sen@, + rZSenez]

1) arg(z,+z,) = arct
g 8 r,Cos6, +1,Cos0,

= arg(z,+2,) = 6,
De (1) y (11} tenemos

i6.
re
=1
o,

i0, 9,
re '+ne
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Problemas Propuestos

Efectuar algebraica y graficamente las
operaciones indicadas.

I (4+61)+(3-21)
I (5-3D)-(-3+D
. (-2+2i)-(-2-D
V. (4-3D) +(-6-9i)

Donde i = -1

Escribir los siguientes ntimeros complejos
en forma polar.
I 4+ 4i

IL 3 3f3i
ML -12 - 12i
v. 3i

V. 12 - 5i
VI -4i

Donde: 1i= (0;1)

Escribir los niimeros complejos siguientes
en la forma cartesiana.

L V2 (Cos45° + iSend5”)
I1. 12(Cos135° - iSen135°)
111 4(Cos180° + iSen180°)
V.53 1210°
V. 18Cis(75°)

Efectuar las operaciones indicadas,
expresando los resultados en forma
binémica.

I. [16(Cos15°+iSen15°)}{2(Cos75°

+ iSen75°)]
II. 4Cis13°Cis(27)2Cis20°
1L 506° .2{19° . 125°

v 12(Cos 16° +iSen 16°)
" 3(Cos44° +iSend4°){2{Cos62° + iSen62°)]

Hallar algebraica y graficamente el
producto y cociente de:

L (-2+2y3i)(2/3-20)
o A4

V3-i
Hallar las potencias indicadas de los

nimeros complejos siguientes; expresando
los resultados en forma cartesiana.

L. 2(Cos15°+iSen15°)®
II. [4(Cos20°+iSen20°)}®

]‘/- 1.\
HI | —y3-—i
(273

Hallar todas las raices indicadas vy
representar graficamente.

I. (Cos135°+iSen135%)"
1. [32(Cos200°+iSen200°)]"

. Yy3-i
Iv. Y2-2/3i

Calcular :

L (1+2D)°
I 2+ +(2-1)
1L (1+2i)°- (1-2i)°

Dada la igualdad
(1+2i)x+(3-51)y = 1-3i, ademds {x;y}c R
Hallar “:x” e “y"

A) x=1 ; y=4
B) x=-1 ; y=4
4 5
C) x=-os ;| Yz
11 y 11

11 11

D) x-— ; y=—
Y 5

E) x-L ; y=i
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10.

11.

12,

13.

366

i i=(0:1)

Hallar el valor de 14.

E- xi+4
e-1-1) (- 1+1) O+ 1+1) (e +1-1)

A) O B) 1 C) 2
D)-1 E)3
Dados z, = (a;b) ; z, = c+di donde

{a;b;c;d} <« R ; ademés i = ‘/——1_ Averiguar

icudles deben ser las condiciones para que 15.

-
. “1 . . N
el cociente [—] sea imaginario puro ?

-
~2

A)bc = ad B)ac+bd =0
Ca+b=c+d
D) ab =cd E) bd = ac 16.
Calcular el valor de M

(l_i)an

donde “n” es un entero positivo.

A) -2 B) 2i" C) -2+
D) -2i E) 2i"*! 17.
Efectuando
30
1,48,
2 2
30
AR
2 2
se obtiene:
18.
Al B)-1 Qi
i
D)-i E) —
) 2

sea w--1.88;
2 2

E - (a+b)(a+bw)(a+bw?)

Hallar
(aw2+bw)(bw2+aw)
A2 B)ab c) a:b
b a-b
D) a*-b3 E) a+b

Si  ya+bi= = (arpi)
¢A qué es igual -a-bi ?

A) «-Bi
D) B-«i

B) a+Bi C) -B+ai

E) +(- B+ai)
Si x+yi=(s+ti)" ; neZ A {x;y;5;t}cR

2+ 2\n
Calcular el valor de M
x2+y2

A) 1l B)O Cn
D)3 E)2
Si zyz son dos nimeros complejos;
u=yz.z'. Hallar:
z+3' z+2'
-ulr +Uu
’ 2 2
lz]+iz'|
A)4 B) 1 Q) 16
D) 2 E)8

Si como resultado de efectuar una cantidad
finita de operaciones racionales (o sea
sumar, restar, multiplicar y dividir) con los
nameros X, ; X, ; X3 ; ; X, resulta el
ndmero u.
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19.

20.

21.

Calcular el valor de efectuar las mismas
operaciones con los nimeros conjugados

Xy 0 Xy 3 Xy s
Observacién: u' es opuesto de u
A)u

B)u’ Qu

D)u.u E) uu'

Si ¢la+D)=ad@ ; ¢(1)=1

determinar

=0 0@ {e® 6012

¥V neN

A)n+7+i B)n+7-2i C)n+5-2i
D) n+6+2i E) n+8-2i
Evaluar

=1+ 2 + 58 + 8 + ... + Bn- D™ !

siendo i=(0;1) A n= 4
1 .

A) —(n+1)i
2

B) L(n-Di
2

o) %[(2—3n)<3ni]

D) %[3n+(243n)i]

E) —;-[(73n+(3n—2)i}

Sabiendo que
o = Cos12°-iSenl2°

Hallar el valorde M -¢"+

013

22.

23.

24.

A) 2 B) 1 o)1
2
1
D)-2 E)-—
2
Calcular un valor de
3 0] 1
J 2\} -2 Ni N1-y2Yi
A)-i B)i O t-i
D) 1 E) 1+i
Si|z4w]| = [z-w]|
vz ; weC ; hallar lRe(zW)
A) 1l B)0 C)-1
D) 2 E)-2
Si w=1 es una n-raiz de la unidad, calcular

la suma
S=1+4w + 9w + ... + nPw

-n
(w-1)?

A)

n?(1-w)

B
) 2n(l+w)

o) 2n+n?(1-w)

(1-w)?
D) -2n+n%(1 -w)
(1-w)?
E) n+{1-w)n?
w

367

www.FreeLibros.me



Lumbreras Editores

Algebra

25.

26.

27.

368

Si w=1 es una rafz n-ésima primitiva de la
unidad y heN ; coprimo con n; calcular

S =1 +w'+wi4wh 4 4w e
A)l B)O Ow'
D) th E) Wh+1

Determinar si es falso o verdadero las
siguientes proposiciones respecto al
numero complejo :

545§
Z-(1-y3)30-2)Pee 3
Loz -(-yD-y2)°
[I. Su argumento principal es %E
1lI. Su argumento es 77/12
IV. Su argumento es 167/3

A) FVFF
D) vwwv

B) VVFF C) FFVWV

E) FFFV

El médulo del cuadrado del producto de un
nimero complejo z por su conjugada es
igual a 16 y éste valor coincide con el radio
de la circunferencia con centro en el
origen, sabiendo que una de sus raices de
orden cuatro de un nimero complejo w se
encuentra sobre ésta y ademas una de sus
raices tiene como argumento el valor de
n/12 radianes. Indicar el valor principal de
la raiz de orden 3 de dicho ndmero
complejo w.

A) V16 B) /16 cisn/3
C) 316 cisn/6

D) %16 cism/9 E) /16 cisn

28.

29.

30.

31.

Sea z € C tal que cumple

|z +z, <a; donde: z,=(a;a) ; a ¢ R™.
Calcular el argumento de z cuya distancia
a la recta vertical que pasa por x=-3a sea
minima.

A) (ﬁ) B) (ﬂ) ) 45°
2 2
127y

Siendo « y B dos raices cubicas de (- i),
calcular el valor de la expresién

L - G+a)® . (o [3)234 (v [3)345
o4 B i

Ademas «, $ son diferentes de i

1

A) i B) — 0)-1
2

D)Li E)-Li
2 2

Dado un complejo z; tal que
Re(z)+Im{z) » Arg(z)=kn/2 ; k ¢ Z.
Calcular el resultado de efectuar

2722

22421z

sabiendo que es un nimero imaginario
puro.

A) i
D)-2

B)-i C) 2

E)A6B

Reducir el siguiente niimero complejo:

7 ¥32a+f3-%a  y3-2a+if32a -3 3

—<a

y3+2a - iy3-2a

) < =
V3-2a-iy32a 2 2
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CAPITULO XII

Numeros complejos

32.

33.

34.

35.

A) 22 B) -2a o2
3 3 3

p) da g -4
3 3

Hallar el argumento del complejo

Z=i"
siendo “w” una raiz cubica no real de la
unidad.

E)rn

Una de las raices de orden 4 de un nimero
complejo de moédulo 16; tiene argumento

igual a 7n/l2. Indicar la raiz
correspondiente al mayor argumento
positivo.

A) 2¢is(197/12) B) 2cis(371/2)
C) 2cis(13n/2)

D) 2cis(171/12) E) 4cis(3/2)

De todos los complejos “z” que cumplan:
lz2+3]=2 ; 0<arg(z) <2n
Seleccionar el que tenga mayor y menor

argumento y dar como respuesta la suma
de sus partes imaginarias.

A4 B)O C)-2
D)2 E) -4
Si
np
n
J= ——l—t——\/l— k=1;2;..
2005(-15-71)
n

36.

37.

Calcular ]
A)l B) ]senﬁ: C) cosk——'
I nj n
D) np E)2
Dado
fOc+yi) = lx* ~ {xyleR
Senalar unvalorde f (ﬁ)
Ademéas i’=-1
A)i B) -1 Qo
D) e™ E) 3i
Determinar la gréfica de
H={zeC/|Re(z)+Im(z)| <2~
0 < arg(z) < n/2}
A) ri B)r
T Z X
X
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38. Determinar la verdad o falsedad de las 42, Simplificar
siguientes afirmaciones:
(Cosf)l ;Sen6,)(Cost;Senez)....(Cosen;Sean)
L ovz=0;2 -1« |arg(z)] [Cos(8, +8,+.... +8.);Sen(6, 48, ... +6.)]
L 1:1+z252+!zrz2|2:2(1z,52+gz242) A0 B) I C) -1
¥2,;2,¢6C D) Cos"0, + Sen™.j E)i
ML e[ =1vxcR 43. Dados: p m ¢ R; Reducir
2micig pJpi+ 1™
AFFV  B)W  QVFV e D{TH}
D) Fvw E) VWF
39. Un nimero complejo y su conjugado son A0 B)-1 01
talesque z.z +2z-12+4j D) m E) pm
arg(z) ¢ |~ ; n|. Calcular 1z
2 44. SimeZ*'aAm> 2, hallar el valor de
) i 2% 3n (m- Nx)?
D) 3/2 E) 3/5
40. Indicar el lugar geométrico para A) 2 B)-2 o1
Zy ;5 %, ;5 zeC talque: D)-1 E) 0
z-z, 45. Demostrar
arg =0
2,-2,
I. Re{z,z,} =Re{z,}Re{z,} -Im{z, }im{z,}
A) es una circunferencia IL.Im{z,z,} = Re{z,}Im{z,} +Im{z,}Re{z,}
B) esuna elipse talque z,;z,eC
C) es una hipérbole
D) es una recta | 46. Silos puntos P, y P, son los afijos de
E) es una pardbola ) iz eClalque: |z,42,| = |z,-2,] ;
41.  Si los complejos z, ; z, ; z, ; z, son las entonces :
vértices del cuadrilatero ABCD. Dicho
cuadrilatero es un paralelogramo si ; A) (z//z,) es un imaginario puro
) 0 B) z,.2, es un imaginario puro
A2tz 42,4 3,= €) z5.z, es complejo R
B)z, +z,=1, + 2, )22, piel
Czl+zl+2z2+22=0 D) m<P,OP,= &
D)z -2-2,+2,=0 4
Oz’ +z2+z2+22=0 E)AvD
370
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2 o 15 I E 28 I'E 41 D

3 I+ 16 T a 29 E 42 B
4 7 B 30 | E 43 o
5 [« 18 | A 31 D 4 {p
6 I * 19 'p 32 c 45 [+
7 I« 20 o 33 [ a 46 E
8 [ *» 21 i'p 34 B 47 D
9 ¢ 2 [ E 35 [ A _4 [
10 I B 23 g 36 A 49 B
1n_I'g 24 g 37 T A 50 *
12 e 25 _[p 38 [ B 51 [ B

13 [ a 26 [ A 39 ¢ 52 ¢

* Demostraciones y sub preguntas
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